
Chapitre 8
PROBABILITÉS ET STATISTIQUES

8.1 Notion d�expérience, d�événement et conséquences

8.1.1 Qu�est-ce qu�une expérience ?

Toute expérience scienti�que doit être menée de façon rigoureuse en transmet-
tant toutes les informations nécessaires pour que toute personne s�intéressant au sujet de
l�expérience puisse en véri�er les résultats.

Cette transmission des informations est nommée "protocole" de l�expérience,
c�est-à-dire la description de l�ensemble des matériels et des méthodes employés pour
mener à bien l�expérience.

Lorsqu�elle ne dépend pas du temps ou n�est pas perturbée par la mesure, une
expérience est généralement reproductible (par exemple, une mesure de distances, de
tailles, de poids, ...). Mais il existe aussi des expériences non reproductibles (par exemple,
des mesures dépendantes du temps, des caractéristiques météorologiques, transmission
d�un gène par hérédité, ...).

Théoriquement, il est possible de dé�nir deux sortes d�expériences :
- celles qui sont dites déterministes, qui suivent une loi bien précise (loi de physique

par exemple) et dont les résultats sont souvent prévisibles.
- les expériences aléatoires, dont les résultats sont par dé�nition imprévisibles. La

plus connue est le résultat d�un jet de dé ou d�un jeu de "pile ou face", mais cela peut
être aussi la réaction d�un individu au traitement de sa maladie ou le nombre de fruits
produits par un arbre, etc.

Cette dichotomie est purement théorique. Une expérience déterministe n�existe
qu�en pensée : pour mesurer une distance, l�instrument n�est jamais parfait, il peut donner
des résultats légèrement di¤érents suivant la température, le taux d�humidité ; la manière
dont l�expérimentateur l�utilise peut induire aussi des résultats di¤érents. L�ensemble des
résultats se répartissent "aléatoirement" autour de la loi que l�expérience illustre. Inter-
viennent alors les notions d�incertitudes et d�erreurs que nous avons déjà décrites lors du
chapitre sur les fonctions. Mais, ici, nous allons un peu plus loin en élaborant des moyens
de décrire comment les mesures se répartissent au sein de ces incertitudes et comment
estimer à partir des mesures obtenues la valeur recherchée par l�expérience.

Inversement, nous avons des moyens mathématiques de décrire les résultats d�une
expérience aléatoire. Cela est encore plus vrai lorsque l�expérience est reproduite un grand
nombre de fois.

En résumé, toute mesure issue d�une expérience comporte une part plus ou moins
grande d�aléatoire. L�objet de ce chapitre est d�apprendre des outils mathématiques qui
permettent d�utiliser ces mesures pour en déduire les résultats recherchés.

Mais avant tout, nous établissons quelques dé�nitions.
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� On appelle une "épreuve", le protocole d�une expérience dont le résultat est
aléatoire.

� Chaque résultat d�une épreuve dé�nit un "événement élémentaire".
� L�ensemble des événements élémentaires constitue l�"univers" que nous écri-
rons [E].

L�univers est ainsi l�ensemble de toutes les mesures possibles.
Exemple : pour un jet de dé : [E] = {1,2,3,4,5,6}
� On appelle "événement" un sous-ensemble de [E]. Il est composé d�un ou
plusieurs événements élémentaires. On note [
] l�ensemble des événements.

Exemple : On considère l�événement A pour un jet de dé
consistant à obtenir un chi¤re pair.
A = {2,4,6} A est composé de trois événements élémentaires.
L�univers des événements devient, dans ce cadre :
[
] = {chi¤res pairs, chi¤res impairs}

8.1.2 Opérations sur les événements

Ce paragraphe nécessite, dans un premier temps, de développer une liste de dé-
�nitions amenant un certain nombre de symboles de logique. Il convient de s�habituer à
cette écriture qui permet d�alléger les notations.

Soient deux événements A et B correspondant à une même épreuve. Ils peuvent
être élémentaires ou non.

� L�événement {A ou B} est réalisé si ou A, ou B ou les deux simultanément
sont réalisés. On le note A [ B.

� L�événement {A et B} est réalisé si A et B sont réalisés à la fois. On le note
A \ B. On remarquera que l�événement A \ B est inclus dans l�événement A
[ B et donc que si A \ B est réalisé alors A [ B est réalisé (l�inverse n�étant
pas systématiquement vrai).

� L�événement "impossible" Ø est celui qui ne peut pas être réalisé à la suite
de l�épreuve.

� Un événement "certain" est celui qui est réalisé à chaque épreuve. Il contient
tous les événements élémentaires et est donc identique à l�univers [E].

� A et B sont des événements "incompatibles" lorsque, en e¤ectuant l�épreuve,
il est impossible de réaliser à la fois A et B. Il n�y a pas d�élément élémentaire
commun à A et à B.A et B sont disjoints : A \ B = Ø

� L�événement "contraire" de A est l�événement réalisé lorsque A ne l�est pas.
La liste d�événements élémentaires qui le caractérise est composé des événement
de [E] n�appartenant pas à la liste de A. On l�appelle aussi parfois non-A, noté
eA ou A

8.2 Probabilités

8.2.1 Dé�nition

La notion de probabilité est liée à la notion de fréquence. Le plus simple pour les
introduire est sans doute de le faire à partir d�un exemple de répétition d�une expérience
aléatoire.

Exemple. La mesure d�une longueur est répétée de nombreuses fois. On a obtenu
la liste des 18 résultats �ables (appelés fgkg) suivante {10; 4m; 10; 7m; 10; 9m; 10; 9m;
11m; 11m; 11m; 11; 1m; 11; 1m; 11; 1m; 11; 1m; 11; 2m; 11; 2m; 11; 3m; 11; 3m; 11; 5m;
11; 7m; 12mg: Les résultats sont représentés ci-dessous sur l�axe des G où un point re-
présente un résultat.
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�g. 8.1 : Résultats de la mesure d�une longueur répétée 18 fois.

La valeur g = 11m y apparaît trois fois, on dit que sa �fréquence� est 3=18 '
0; 17 (on l�appelle parfois �fréquence relative�par opposition à la �fréquence abso-
lue�qui est le nombre d�observation soit ici 3)

Nous devons distinguer clairement la liste des fgkg où apparaissent des répétitions
et la liste des valeurs di¤érentes prises par les gk: Le tableau ci-dessous donne les valeurs
explicites des dix-huit gk

10,4m 10,7m 10,9m 11m 11,1m 11,2m 11,3m 11,5m 11,7m 12m

g1 g2

g3
et
g4

g5
à
g7

g8
à
g11

g12
et
g13

g14
et
g15

g16 g17 g18

Maintenant augmentons le nombre de mesures. Nous obtenons le tableau suivant

Nombre n de mesures
Nombre k de fois

que g = 11m a �et�e obtenu
Fr�equence f =

k

n
18
100
1000
10000

3
17
165
1662

3=18 � 0; 17
17=100 = 0; 17
165=1000 = 0; 165
1662=10000 = 0; 1662

Nous pouvons remarquer que lorsque le nombre de mesures augmente, la fréquence
se stabilise et tend vers la valeur limite de 1/6. On appelle "probabilité objective", issue
de l�expérience, cette valeur limite de la fréquence. C�est le résultat de la loi des grands
nombres pour les expériences répétées de façon identique.

p = lim
n!1

�
f =

k

n

�

Il existe une dé�nition mathématique axiomatique (c�est-à-dire non démontrable)
de la probabilité :����������������

1- La "probabilité" P(A) de tout événement A associé à une épreuve
est un nombre compris entre 0 et 1.

0 � P(A) � 1
2- Si deux événements A et B sont incompatibles, la probabilité

de l�événement (A [ B) est égale à la somme des probabilités de A et de B.
A \ B = Ø alors P(A [ B) = P (A) + P(B)
3- La probabilité d�un événement certain est égale à 1.

P(
) = 1

On en déduit que la probabilité d�un événement impossible est égale à 0.



92 Probabilités et statistiques

P(Ø) = 0

Démonstration : P(Ø [ 
) = P(
) = P(
) + P(Ø) =) P(Ø) = 0

Par ailleurs, l�axiome 2 peut se généraliser au cas de plusieurs événements incom-
patibles :

Soient A1, A2, ..., An événements incompatibles 2 à 2

P(A1[ A2[ ...[ An) = P(A1) + P(A2) + ... + P(An)

Dans le cas où une épreuve mène à un nombre �ni n d�événements élémentaires
pouvant être considérés comme symétriques sur le plan de leur réalisation, la probabilité de

chacun d�eux est la même et vaut
1

n
: On dit alors que les événements sont "équiprobables".

Exemple : Les lancers de dé non-pipé sont équiprobables et la probabilité d�obtenir

une valeur particulière est
1

6
:

Remarque :Tout calcul conduisant à des valeurs de probabilités négatives
ou supérieures à 1 est faux.

8.2.2 Probabilités conditionnelles et combinées

� La probabilité du contraire d�un événement est égale à 1 moins la probabilité
de cet événement

P(A) = 1 - P(A)
Démonstration : Un événement et son contraire sont incompatibles : A \ A = Ø

P(A) + P(A) = P(A [ A) = P(
) = 1

� Si un événement A est inclus dans un événement B (ce qui se note A � B),
alors la probabilité de A est inférieure à celle de B.

Démonstration : Si A est inclus dans B, B peut se décomposer en deux événements
incompatibles : A et (A \ B). On a donc

P(B) = P(A \ B) + P(A)
P(A \ B) � 0 =) P(B) � P(A)

� La probabilité de l�événement A [ B est égale à la somme des probabilités de
A et de B, moins celle de (A \ B).

P(A [ B) = P(A) + P(B) - P(A \ B)

Démonstration : A peut se décomposer en deux événements incompatibles :
(A \ B) et (A \ B)

P(A) = P(A \ B) + P(A \ B)

B peut se décomposer en deux événements incompatibles : (A \ B) et (A \ B)

P(B) = P(A \ B) + P(A \ B)
=) P(A) + P(B) = 2 P(A \ B) + P(A \ B) + P(A \ B)
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Or, A [ B peut se décomposer en trois événements incompatibles : (A \ B), (A
\ B) et (A \ B)

P(A [ B) = P(A \ B) + P(A \ B)+ P(A \ B)
=) P(A [ B) = P(A) + P(B) - P(A \ B)

Exemple : Pour le tirage d�une carte dans un jeu de 32 cartes, nous recherchons
la probabilité d�obtenir un trè�e ou un roi.

On suppose l�équiprobabilité des cartes.

P(trè�e) =
8

32
=
1

4
P(roi) =

4

32
=
1

8
P(roi \ trè�e) = P(roi de trè�e) = 1

32

Les événements ne sont donc pas incompatibles. Nous avons donc
P(roi ou trè�e) = P(roi [ trè�e) = P(roi) + P(trè�e) - P(roi \ trè�e)
Il faut soustraire P(roi \ trè�e) car sinon le roi de trè�e est compté à la fois dans

la probabilité de tirer un roi et dans celle de tirer un trè�e.

P(roi ou trè�e) =
1

4
+
1

8
� 1

32
=
8 + 4� 1
32

=
11

32

� Considérons deux événements A et B, au cours d�une expérience aléatoire.
La probabilité de réaliser A sachant que B est réalisé s�appelle "probabilité
conditionnelle" de A sachant B et s�écrit P(A/B). Elle est parfois appelée
probabilité "a posteriori".

On remarquera que : P(A/B) = 1 - P(A/B)

� Il peut arriver que l�information apportée par la réalisation ou la non-réalisation
de B ne modi�e pas la probabilité de réalisation de A soit P(A)

P(A/B) = P(A/B) = P(A)

On dit que A et B sont "indépendants", alors

P(A \ B) = P(A) P(B)

Attention : Il ne faut pas confondre indépendance et incompatibilité. Si P(A
\ B) 6= 0, les deux événements sont compatibles, mais ils peuvent être dépendants ou
indépendants.

Exemple : Soient les deux événements :
A = aimer lire
B = aimer le chocolat
A et B sont compatibles (on peut à la fois aimer lire et le chocolat), mais A et B

sont indépendants (le fait d�aimer lire n�apporte aucune information sur le fait d�aimer le
chocolat et réciproquement).

� De façon plus générale, si l�on considère deux événements A et B quelconques,
il est possible de calculer la probabilité d�avoir A et B

P(A \ B) =P(B \ A) = P(A) P(B/A) = P(B) P(A/B)
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Exemple : Sur une population de 100 enfants, une enquête aboutit aux résultats
suivants :

1- 87 enfants aiment le chocolat.
2- 63 enfants aiment lire.
3- Parmi les 63 enfants qui aiment lire, 57 aiment le chocolat.
Prenons un enfant au hasard dans cette population. Nous voulons déterminer les

probabilités pour que cet enfant corresponde aux trois événements suivants :
- A : l�enfant aime le chocolat
- B : l�enfant aime lire
- A \ B : l�enfant aime lire et manger du chocolat
D�après les résultats de l�enquête, nous déduisons :

P(A) = 87/100 P(B) = 63/100 P(A \ B) = 57/100

Si l�on sait au départ que l�enfant aime lire, alors l�ensemble de référence est
restreint à 63 enfants. La probabilité que l�enfant aime le chocolat sachant qu�il aime lire
est donc

P(A/B) = 57/63

Or, en utilisant le théorème précédent, nous avons

P(A/B) = P(A \ B) / P(B) = (57/100) / (63/100) = 57/63

Nous retrouvons bien le résultat que nous avions obtenu directement.
De la même façon, la probabilité que l�enfant aime lire s�il aime le chocolat est

P(B/A) = 57/87 = (57/100) / (87/100) = P(A \ B) / P(A)

8.2.3 Rappels d�analyse combinatoire

Les notions présentées ici sont des révisions du lycée. Elles sont donc présentées
rapidement comme aide-mémoire pour faciliter la résolution des exercices. Cette partie
permet aussi d�évaluer la nécessité (ou non) de revoir ces notions dans des documents
issus du secondaire.

� Notion de factorielle : Si n 2 N

n ! = n (n-1) (n-2) ... 1

Par convention : 0 ! = 1

� Permutations de n objets discernables : toute disposition ordonnée des n (2 N)
objets.

Pn nombre de permutations d�un ensemble de n éléments discernables : Pn = n!

� Arrangements de p éléments parmi n ( p � n) : toute disposition ordonnée
sans répétition (sans remise, exhaustif) de p (2 N) objets parmi n (2 N) objets
discernables.

Apn nombre d�arrangements de p éléments pris parmi n : A
p
n =

n!

(n� p)!

� Combinaisons de p éléments parmi n ( p � n) : toute disposition non-ordonnée
de p (2 N) objets pris parmi n (2 N) objets discernables, chaque objet ne
pouvant intervenir qu�une fois.
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Cpn nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n : C
p
n =

n!

p!(n� p)!
Propriétés des Cpn :
- Si n � 1 C0n = 1 Cnn = 1 C1n = n
- Cpn = C

n�p
n

- Si 1 � p � n Cpn = C
p
n�1 + C

p�1
n�1

- Si a 2 R; b 2 R (a+ b)n =
nP
p=0

Cpn a
n�p bp

= C0n a
n + C1n a

n�1 b+ :::+ Cn�1n a bn�1 + Cnn b
n

8.3 Variables aléatoires discrètes

8.3.1 Dé�nitions

Une variable "aléatoire" est une épreuve menant à des événements élémentaires
qui sont des nombres.

Par convention, nous allons désigner la variable aléatoire par une majuscule et le
résultat de la mesure de cette variable aléatoire par une minuscule.

Ainsi, une variable aléatoire X est dé�nie dans son univers 
, en associant à
chaque résultat de l�expérience aléatoire un nombre réel x caractéristique de ce résultat.
L�événement X = x prend en compte tous les résultats pour lesquels la variable X (en
majuscule) prend la valeur x (en minuscule).

Une variable aléatoire X est dite "discrète", si l�ensemble des réalisations pos-
sibles x1, x2, ..., xn est �ni ou dénombrable.

Dans le cas d�une variable discrète, la probabilité, associée à la réalisation de
l�événement X = x, s�écrit P(X = x)

Remarque : Soit g une fonction mathématique quelconque. Si l�on pose Y = g(X),
on dé�nit une nouvelle variable aléatoire Y fonction de X.

La "loi de probabilité" d�une variable aléatoire X discrète est dé�nie en donnant
l�ensemble des valeurs p1, p2, ..., pn, ... correspondant aux probabilités des di¤érentes
éventualités x1, x2, ..., xn, ...

On a donc pi = P(X = xi) avec 0 � pi � 1 et
P
i

pi = 1

Exemple : Dans le cas d�un jet de dé, on a : p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 =
1

6

La "fonction de répartition" associée à la variable aléatoire X est la fonction,
notée F ou FX , dé�nie dans R dans l�intervalle [0,1] par

F(x) = FX(x) = P(X � x) =
P
xi�x

P(X=xi)

On peut montrer aisément que :
0 � F(x) � 1
F(x) est croissante : si a � b alors F(a) � F(b)
lim

x!�1
F(x) = 0 et lim

x!1
F(x) = 1
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8.3.2 Paramètres caractéristiques

Soient une variable aléatoire X et sa loi de probabilité P(X = x)
� La "moyenne" X de la variable aléatoire X est la moyenne des résultats qu�on
obtiendrait en répétant indé�niment l�épreuve associée à X.

X = x1 � p1 + x2 � p2 + ... +xn � pn =
nP
i=1

xi � pi

Exemple : La moyenne des tirs d�un dé est :

1� 1
6
+ 2� 1

6
+ 3� 1

6
+ 4� 1

6
+ 5� 1

6
+ 6� 1

6
= 3; 5

� L�"espérance mathématique" d�une variable aléatoire X est notée E(X).
C�est une question de vocabulaire. Cette expression est utilisée en calcul des
statistiques et probabilités comme un synonyme de moyenne. Pour être plus
précis, l�espérance mathématique désigne la moyenne issue de la loi de proba-
bilité alors que, quand on parle de la moyenne, on peut tout aussi bien désigner
la moyenne "théorique" issue de la loi de probabilité que la moyenne "expéri-
mentale" des résultats obtenus pendant l�expérience.

X = E(X)

L�espérance mathématique, et donc la moyenne, présente quelques propriétés.
Soient X et Y deux variables aléatoires
E(aX+b) = a E(X) + b avec a 2 R et b 2 R
E(X+Y) = E(X) + E(Y)
Si, de plus, X et Y sont des variables aléatoires indépendantes
E(X � Y) = E(X) � E(Y)

� La "variance" �2(X) de la variable aléatoire X est la moyenne des carrés des
écarts entre X et sa valeur moyenne E(X).

�2 = E[(X-E(X))2] =
P
i

pi (xi - X)2 = E(X2) - E(X)2 = E(X2) - X
2

L�"écart-type" �(X) est la racine carrée de la variance.

Attention : La moyenne de X2 n�est pas le carré de la moyenne de X.

Démonstration : E(X2) =
P
i

pi x2i 6=
�P

i

pixi

�2
= E(X)2

Propriétés de la variance :
�2(X) � 0
�2(aX) = a2 �2(X) avec a 2 R
�2(X + a) = �2(X) avec a 2 R
Si, de plus, X et Y sont des variables aléatoires indépendantes
�2(X + Y) = �2(X - Y) = �2(X ) + �2(Y)

� L�espérance d�une variable aléatoire est un indicateur de position sur la distribu-
tion de probabilité de X. Les résultats de X tombent autour de cette espérance.
L�écart-type permet de caractériser comment les valeurs de X sont dispersées
autour de la valeur moyenne. Si cet indicateur est nul, cela veut dire que le
résultat de X est certain.
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� La "médiane" est la valeur de la variable aléatoire X qui, pour une série
de résultats étudiée, permet de séparer en deux groupes égaux en nombre les
résultats. 50 % des résultats ont une valeur inférieure ou égale à la médiane et
50 % des résultats ont une valeur supérieure ou égale à la médiane.

� Le "mode" ou la "valeur modale" de la variable aléatoire X, noté Mo, est
la (les) valeur(s) de la réalisation de X qui a (ont) la plus grande probabilité
de réalisation

P(X=Mo) � P(X=xi) 8 xi

Exemple : Reprenons l�exemple des mesures de longueur de la �gure 8.1. Suppo-
sons que la répartition des mesures observées corresponde exactement à la loi de proba-
bilité de ces mesures. La fréquence de chaque mesure correspond donc à sa probabilité.
Reprenons le tableau des mesures en indiquant dessous chaque mesure sa probabilité.

10,4m 10,7m 10,9m 11m 11,1m 11,2m 11,3m 11,5m 11,7m 12m
1
18

1
18

2
18

3
18

3
18

2
18

2
18

1
18

1
18

1
18

Pour cette loi de probabilité, l�espérance est

E(X) =
10; 4

18
+
10; 7

18
+
10; 9

9
+
11

6
+
11; 1

6
+
11; 2

9
+
11; 3

9
+
11; 5

18
+
11; 7

18
+
12

18
= 11; 14

L�écart-type vaut

�(X) =
10; 42

18
+
10; 72

18
+
10; 92

9
+
112

6
+
11; 12

6
+
11; 22

9
+
11; 32

9
+
11; 52

18
+
11; 72

18
+
122

18
�11; 142

� 0; 35

La médiane de ces résultats est : 11,1, car la moitié des résultats est inférieure ou
égale à cette valeur et l�autre moitié supérieure ou égale.

Les modes de ces résultats sont : 11 et 11,1 car , pour ces deux valeurs, il y a trois
occurences ce qui est le plus grand nombre d�occurences de ces résultats.

Remarque : Suivant la forme de la loi de probabilité, la moyenne, la médiane et
le mode peuvent avoir parfois des valeurs très di¤érentes.

� Une variable aléatoire "centrée" est une variable aléatoire dont l�espérance
est nulle.

Soit X une variable aléatoire, la variable X - E(X) est centrée.

Une variable aléatoire "réduite" est une variable aléatoire dont l�écart-type
est égal à 1
Soit X une variable aléatoire, la variable aléatoire sans unité X/�(X) est réduite.

Soit X une variable aléatoire, la variable aléatoire
X - E(X)
�(X)

est centrée et réduite.
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8.3.3 Principales lois des variables discrètes

Loi de Bernouilli

Une variable aléatoire B ayant deux valeurs possibles 0 et 1 qu�elle prend avec les
probabilités respectives q et p (avec q = 1 - p) suit la loi de Bernouilli. On parle alors de
variable de Bernouilli de paramètre p.

La moyenne de la loi de Bernouilli est p.
La variance de la loi de Bernouilli est p (1 - p) = pq
L�écart-type de la loi de Bernouilli est

p
pq

On parle parfois de loi de Bernouilli pour des cas où la variable aléatoire prend
d�autres valeurs que 0 et 1 (la moyenne et la variance peuvent alors changer de valeur).
La loi de Bernouilli sert dans tous les cas où l�on traite d�une simple alternative dont on
sait suivant quel pourcentage elle se produit.

Loi Binomiale

Une variable aléatoire Bin suit une loi binomiale de paramètres p et n lorsqu�elle
prend les valeurs 0, 1, ..., n avec les probabilités p1, p2, ..., pn suivant la formule

pi = Cin p
i qn�i

avec q = 1-p
La moyenne de la loi binomiale est np.
La variance de la loi binomiale est npq.
L�écart-type de la loi binomiale est

p
npq

Le mode de la loi binomiale est : np + p - 1 � Mo � np + p
La démonstration de ces résultats est pénible quoique faisable, nous les admet-

trons donc.
La somme de n variables de Bernouilli indépendantes de même paramètre p est

une variable aléatoire qui suit la loi de Bernouilli. De façon générale, la loi binomiale est
utilisée dès qu�il s�agit d�un décompte de succès parmi n épreuves répétées, identiques et
indépendantes à deux issues : échec ou succès.

Si X et Y sont deux variables aléatoires suivant des lois binomiales de paramètres
respectivement (nX , p) et (nY , p), la somme de ces deux variables aléatoires suit la loi
binomiale de paramètres (nX + nY , p)

Loi de poisson

Lorsqu�une variable aléatoire X suit la loi de Poisson, ses valeurs possibles sont
0, 1, 2, ..., k, ... La probabilité pk d�obtenir la valeur k est donnée par la formule

P(X = k) = e��
�k

k!

On appelle � le paramètre de la loi de Poisson.
La moyenne de la loi de Poisson est �.
La variance de la loi de Poisson est �.
L�écart-type de la loi de Poisson est

p
�

Le mode de la loi de Poisson est : � - 1 � Mo � �
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La démonstration de ces résultats ainsi que la véri�cation du fait qu�il s�agit
bien d�une loi de probabilité nécessite le développement en série entière de la fonction
exponentielle et est donc hors-programme. Elle est présente toutefois dans la plupart des
livres sur les probabilités.

La loi de Poisson a de très nombreuses applications, puisqu�elle permet de repré-
senter la survenue d�événements rares dans le temps et/ou dans l�espace. On peut la faire
intervenir, par exemple, dans les titrages des solutions bactériennes, pour comptabiliser
des accidents ou pour la pharmacovigilance.

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson
de paramètre respectif � et � , la somme de ces variables est une variable aléatoire suivant
une loi de Poisson de paramètre � + �.

Remarque : Si l�on a une valeur élevée pour n, en gardant p petit et np �ni,
alors la loi binomiale de paramètres (n, p) peut être approximée par la loi de Poisson de
paramètre � =np.

Suivant la précision recherchée, les limites pour ces approximations restent à
discuter et dépendent du contexte. On donne souvent des valeurs de l�ordre de 3 ou 5
pour la valeur supérieure de np et des valeurs de plusieurs dizaines (typiquement 30) pour
la valeur inférieure de n.

8.4 Variables aléatoires continues

8.4.1 Dé�nitions

Une variable aléatoire est dite "continue" si son domaine de variation est l�en-
semble des réels R ou un intervalle de cet ensemble.

Une variable aléatoire continue X peut être dé�nie par sa fonction de réparti-
tion F ou FX , dé�nie comme pour les variables aléatoires discrètes

F(x) = FX(x) = P(X � x)
La fonction de répartition F d�une variable aléatoire continue a les propriétés

suivantes
F(x) est continue
F(x) est croissante : x1 � x2 =) F(x1) � F(x2)
0 � F(x) � 1
lim

x!�1
F(x) = 0 et lim

x!1
F(x) = 1

La fonction f telle que f(x) =
dF(x)
dx

où F est la fonction de répartition d�une va-

riable aléatoire continue X est appelée fonction "densité de probabilité" de la variable
aléatoire X. On parle parfois aussi de "fonction de distribution".

On dé�nit aussi la densité de probabilité de la manière suivante

f(x) dx = P(x � X � x+dx)
Ces deux dé�nitions sont équivalentes.
La densité de probabilité d�une variable aléatoire continue a les propriétés sui-

vantes
f(x) � 0
f est une fonction intégrable et

R +1
�1 f(x) dx = 1
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8.4.2 Paramètres caractéristiques

Les paramètres caractéristiques sont les mêmes que dans le cas des variables
discrètes. Cependant, il est utile de préciser leur dé�nition dans le cas continu.

� L�espérance d�une variable aléatoire continue X de densité de probabilité f est
donnée par

E(X) =
R +1
�1 x f(x) dx

si cette intégrale existe.
L�espérance mathématique, et donc la moyenne, présente quelques propriétés.
Soient X et Y deux variables aléatoires
E(aX+b) = a E(X) + b avec a 2 R et b 2 R
E(X+Y) = E(X) + E(Y)
Si, de plus, X et Y sont des variables aléatoires indépendantes
E(X � Y) = E(X) � E(Y)

Une variable aléatoire continue centrée est une variable aléatoire
dont l�espérance est nulle.
Soit X une variable aléatoire, la variable X - E(X) est centrée.

� La variance d�une variable aléatoire continue X est dé�nie par

�2(X) =
R +1
�1 [x - E(X)]2 f(x) dx = E(X2) - E(X)2

L�écart-type �(X) est la racine carrée de la variance.

Propriétés de la variance :
�2(X) � 0
�2(aX) = a2 �2(X) avec a 2 R
�2(X + a) = �2(X) avec a 2 R
Si, de plus, X et Y sont des variables aléatoires indépendantes
�2(X + Y) = �2(X - Y) = �2(X ) + �2(Y)
Une variable aléatoire réduite est une variable aléatoire
dont l�écart-type est égal à 1
Soit X une variable aléatoire, la variable aléatoire sans unité X/�(X) est réduite.

Soit X une variable aléatoire continue, la variable aléatoire
X - E(X)
�(X)

est centrée et réduite

� La médiane d�une variable aléatoire continue est le nombre réel Me tel que

F(Me) = 0,5

La médiane correspond à la valeur de X qui divise la distribution
en deux parts équiprobables

P(X � Me) = P(X � Me) = 0,5

� Le mode Mo d�une variable aléatoire continue est dé�ni comme la (ou les)
valeur(s) qui correspond(ent) à un maximum local de la fonction densité de
probabilité.

Un fonction de densité de probabilité ne présentant qu�un seul maximum
est dite "unimodale".
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8.4.3 Principales lois de probabilités

Loi uniforme

La distribution uniforme est la plus simple loi de variable aléatoire continue. Elle
correspond à une densité de probabilité constante pour tout l�ensemble de valeurs de la
variable aléatoire. Elle est notamment rencontrée lors d�un tirage d�un nombre aléatoire
compris dans un intervalle [a, b].

La fonction densité de probabilité d�une "loi uniforme" sur l�intervalle [a, b] ,
a < b, est dé�nie par

f(x) =

8<: 0 si x < a
1
b-a si a � x � b
0 si x > b

Nous pouvons calculer la fonction de répartition F associée à une distribution
uniforme

F(x) = P(X � x) =
R x
�1 f(y) dy

F(x) =

8<: 0 si x < a
x-a
b-a si a � x � b
1 si x > b

F(x) est donc composée de trois tronçons de droites : la droite horizontale à 0
jusqu�au point a, la droite horizontale à 1 à partir du point b et la droite qui relie les deux
précédentes.

Nous pouvons de même calculer les paramètres caractéristiques :

E(x) = f(x) =
R +1
�1 x f(x) dx =

R b
a

x-a
b-a

dx =
1
b-a

�
x2

2

�b
a
=

b2-a2

2 (b-a)
=
a + b
2

c�est-à-dire le milieu du segment [a, b] ce qui est assez intuitif.

�2(X) =E(X2) - E(X)2 =
R +1
�1 x f(x) dx - E(X)2 =

(b - a)2

12

Loi normale

Remarque : Sont synonymes :
loi normale, loi de Gauss, loi de Laplace, loi de Laplace-Gauss
On dit aussi d�une variable aléatoire suivant une loi normale qu�elle est gaussienne,

et la courbe de la distribution est souvent quali�ée de courbe en cloche (the bell curve).

Pourquoi tant de noms ? Tout simplement parce que la loi normale est la plus
utilisée de toutes les fonctions de distributions. Dans la plupart des cas, lorsque l�on
nous donne un intervalle d�incertitude sur une mesure d�une quantité, on considère que la
distribution de ces erreurs suit une loi normale.

Une variable aléatoire X suit une "loi normale" si sa densité de probabilité
s�écrit

f(x) =
1

�
p
2�

e
�
(x�X)2
2�2
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Elle est dé�nie pour -1 < x < +1:
Les deux paramètres X et � de la densité de probabilité sont respectivement la

moyenne et l�écart-type.

La fonction de répartition F de la loi normale est donnée par

F(x) = P(X � x) = 1

�
p
2�

R x
�1 e

�
(y�X)2
2�2 dy

Les �gures 8.2 et 8.3 donnent l�allure de ces deux fonctions pour des variables
centrées et réduites ; dans ce cas précis, on compare parfois la fonction de répartition
F(x) à une fonction mathématique classique (et tabulée dans de nombreux ouvrages), la
fonction erf

erf(x) := 2p
�

R x
0
e�u

2

du = 2F
�
x
p
2
�
� 1

�g. 8.2 : F (x) = 1p
2�

R x
�1 e

�t2=2 dt �g. 8.3 : p(x) = dF
dx =

1p
2�
e�x

2=2

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées suivant la loi
normale, toute combinaison linéaire a X + b Y + c de ces deux variables est une variable
aléatoire qui suit la loi normale.

La moyenne est alors a X + b Y + c.
Et la variance devient a2 �2X + b

2 �2Y :

Cette dernière propriété nous permet de rapporter toute étude de variable aléa-
toire distribuée normalement de paramètres quelconques en l�étude d�une variable aléatoire
suivant la loi normale centrée réduite. En e¤et, soit X une variable aléatoire continue sui-

vant la loi normale de moyenne X et d�écart-type �, Z =
X�X
�

est une variable aléatoire

centrée réduite ainsi que nous l�avons déjà vu. Si on applique alors le changement de va-

riable X ! Z (en e¤ectuant le changement de borne correspondant x ! z =
x�X
�

dans

l�intégrale), on a

FX(x) = P(X � x) = P(
X�X
�

� x�X
�

) = P(Z � z) = FZ(z)
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Sur la table de la �gure 8.4, nous devons chercher dans la colonne de gauche le
chi¤re des unités et le premier chi¤re après la virgule de Z. Il s�agit ici de 1,1. Il faut
suivre maintenant la ligne correspondante jusqu�à la colonne correspondant au deuxième
chi¤re après la virgule de Z. Ici, il s�agit de 0,07. Au croisement de la ligne 1,1 et de la
colonne 0,07, nous lisons la probabilité recherchée : P(Z � 1,17) = 0,8790

Théorème central limite
Ce théorème est essentiel pour comprendre l�importance de la loi normale et son

omniprésence dans tous les domaines.
Soient X1, X2, ..., Xn; n variables aléatoires indépendantes suivant des loi de

probabilités quelconque d�espérance E(Xi) et de variance �nie �2i . La loi suivie par la

variable aléatoire : X =
nP
i=1

Xi peut être approximée pour n grand (et sous certaines

conditions) par une loi normale de paramètres

X =
nP
i=1

E(Xi) et � =

s
nP
i=1

�2i

Cela signi�e concrètement que dès que l�on a un grand nombre de mesures d�une
même quantité, ces mesures vont se distribuer suivant une loi normale quelles que soient
les origines des variations dans les mesures. L�expérience montre que le théorème central
limite s�applique à la quasi totalité des mesures e¤ectuées dans le domaine industriel,
économique ou scienti�que, sciences naturelles ou sciences humaines.

8.5 Statistique, échantillonnage et estimation

8.5.1 Dé�nitions

Les "statistiques" repose sur des ensembles de données, d�observations : recen-
sement, cadastre, sondage, ... (ce ne sont donc que des chi¤res).

Les probabilités, ainsi que nous l�avons vu, forment une branche des mathéma-
tiques et représentent donc une description rigoureuse et exacte ; pour cela, elles tra-
vaillent sur des objets mathématiques parfaitement dé�nis et abstraits (bien que d�origine
concrète).

La statistique est donc la science qui utilise les méthodes mathématiques (dont
beaucoup viennent des probabilités) pour étudier et analyser des statistiques en vue :

- d�en accroître les connaissances scienti�ques
- de plani�er des stratégies
- d�aider à des prises de décisions, etc.
Cette approche est valable quel que soit le domaine abordé : biologie, médecine,

physique, mécanique, chimie, ...

La "population" est l�ensemble étudié par la statistique.
L�"individu" est un élément de la population.
Le "caractère", le "facteur" ou la "variable" quali�ent toute caractéristique

prise par les individus de la population.
L�"échantillon" est un sous-ensemble de la population.
On parle de "séries statistiques" lorsque l�on fait la correspondance entre les

individus de la population et les valeurs des facteurs que l�on étudie sur cette population.
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La notion d�échantillon apparaît souvent dans le langage courant : on le retrouve
quotidiennement dans les journaux à propos des innombrables sondages qui visent à don-
ner une image de l�opinion de la population globale à partir des opinions recueillies sur
un nombre limité de personnes. On le retrouve aussi lorsque l�on veut acheter du papier
peint pour tapisser une pièce, on cherche à déterminer le résultat �nal à partir d�un petit
morceau de papier appelé également "échantillon". L�échantillon statistique est constitué
d�un ensemble de sujets tirés au sort dans la population à laquelle on s�intéresse. Comme
dans l�exemple du papier peint, l�échantillon a pour objet de donner des informations les
plus �ables possibles sur l�ensemble de la population. Un des problèmes essentiels consiste
à déterminer la bonne taille de l�échantillon pour répondre à une question donnée. Repre-
nons l�exemple du papier peint : s�il comporte un motif périodique, l�échantillon minimal
doit avoir la taille de ce motif ; si, par contre, le papier peint est uni, un échantillon plus
réduit peut su¢ re pour tester la couleur. Une fois, l�échantillon déterminé, il faut en dé-
duire une estimation des paramètres de la population et donner la précision que l�on peut
obtenir sur ces paramètres ; c�est l�objet de ce cours.

8.5.2 Caractéristiques d�un échantillon statistique

Un "échantillon statistique" de taille n d�une variable aléatoire X suivant une
loi de paramètres X et � est obtenu en répétant n fois de façons indépendantes l�épreuve qui
mène à X. Cet échantillon est noté (X1, X2, ..., Xn). Il s�agit donc d�une variable aléatoire
à n dimensions. La variable Xi de l�échantillon suit la même loi que X par dé�nition. On a
donc E(Xi) = X et �Xi = �. On peut noter parfois (x1, x2, ..., xn) les valeurs des variables
aléatoires une fois les mesures faites. On l�appelle alors de l�échantillon réalisé.

La loi de la variable aléatoire X qu�on étudie grâce à un échantillon est dite "loi
parente".

La moyenne Mn d�un échantillon de n variables aléatoires (X1, X2, ..., Xn) est la
moyenne arithmétique de ses valeurs

Mn =
X1 +X2 + ::: +Xn

n

Mn est une variable aléatoire qui a pour espérance
E(Mn) = X et pour écart-type �Mn

= �=n.
Démonstration : D�après les propriétés de l�espérance et de la variance,

E(Mn) =
E(X1)+ E(X2)+ ::: + E(Xn)

n
=
n E(X)
n

= E(X) = X

�2Mn
=
1

n2
�2(X1+X2 + ::: +Xn) =

n �2

n2
=
�2

n

Si l�on ajoute à cela que la variable X suit une loi normale, Mn suit aussi une loi

normale de moyenne X et de variance
�2

n
.

D�après le théorème central limite vu à la section précédente, plus la taille de
l�échantillon est grande, plus la ditribution de la moyenne Mn des valeurs de l�échantillon
s�approche d�une loi normale quelle que soit la loi de la variable X. Mn suit donc une loi

normale de moyenne X et de variance
�2

n
pour des valeurs de n supérieures typiquement

à 30.
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8.5.3 Estimateur

Un "estimateur" est une valeur calculée à partir des di¤érentes valeurs x1, x2, ...,
xn de l�échantillon. Il est destiné à donner une valeur la plus proche possible du paramètre
inconnu de la population.

On appelle "biais" d�un estimateur la di¤érence entre la valeur moyenne qu�il
prendrait sur une in�nité d�échantillons et la valeur recherchée du paramètre à estimer.
Un estimateur est dit sans biais si sa valeur est en moyenne égale à la vraie valeur du
paramètre de la population, pour une taille d�échantillon �xée. Dans le cas contraire,
l�estimateur est dit biaisé.

Un estimateur est "convergent" si la valeur moyenne des carrés des di¤érences
entre les estimations et le paramètre recherché devient de plus en plus petite au fur et à
mesure que la taille de l�échantillon augmente.

On démontre que :
- le meilleur estimateur de la moyenne de la population est :

m = Mn moyenne de l�échantillon.

- le meilleur estimateur de la variance de la population est :

s2 =
n

n � 1 �
2
Mn

- le meilleur estimateur de la probabilité dans la population est :

f , fréquence observée

Ces trois estimateurs sont sans biais.

Par ailleurs, si la variable X suit une loi normale, la variable
Mn �X
s=
p
n

est une

variable aléatoire qui suit une loi connue appelée loi de Student à (n - 1) degrés de liberté
(� = n-1), dont la table est présentée dans la �gure 8.5.

8.5.4 Intervalle de con�ance

Supposons que l�on réalise un sondage électoral. On dispose d�un échantillon de
850 personnes dont 422 a¢ rment vouloir voter pour A. On fournit une estimation "ponc-
tuelle" des intentions de vote dans la population si on fournit un seul chi¤re : ce serait
ici 49,6 %. Cette présentation est souvent utilisée dans les journaux, mais elle n�est pas
satisfaisante car elle ne dit rien sur la pertinence de l�échantillon choisi et donc sur la
�abilité de ce chi¤re. Il arrive que, par prudence, les journeaux préfèrent donner une
"fourchette", c�est-à-dire, un intervalle censé encadrer le pourcentage réel de la popu-
lation. Par exemple, de 47% à 52%. Mais cet intervalle ne doit pas être choisi n�importe
comment, il faut trouver une taille raisonnable qui ne doit pas être trop grande, sinon
l�information ne devient plus intéressante (comme dans le cas : de 0% à 100%), ni trop
petit car alors on prend un grand risque de se tromper. Ainsi doit-on se contenter de
fournir un intervalle de con�ance dans lequel on peut avoir une certaine con�ance que la
vraie valeur se trouve bien qu�il y ait un certain risque de se tromper.

On appelle "intervalle de con�ance" à 1-� (on dit aussi intervalle de con�ance
à risque �) d�une variable aléatoire X (ou d�un paramètre) un intervalle [a, b] dans lequel
cette variable (ou ce paramètre) a une probabilité � de se trouver.
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� Intervalle de con�ance de la variable X à 1-�
Trois cas doivent être envisagés :
- X et �2 sont connus :

[X� z�� ; X+ z��]

- X est inconnu mais estimé par Mn et �2 est connu :

[Mn� z�� ; Mn+ z��]

Dans les deux cas, z� est la valeur de z trouvée dans la table de la �gure 8.4 pour
une probabilité �:

- X et �2 sont inconnus mais estimé par Mn et s2 et n su¢ samment grand :

[Mn� t�;n�1 s ; Mn+ t�;n�1 s]

t�;n�1 étant issu de la loi de Student à n-1 degré de liberté dont nous avons déjà
parlé (�g. 8.5).

� Intervalle de con�ance de la variable M n à 1-�

[X� z�
�p
n
; X+ z�

�p
n
]

z� est la valeur de z trouvée dans la table de la �gure 8.4 pour une probabilité �:

� Intervalle de con�ance de la variable X à 1-�
Deux cas doivent être envisagés :
- X est inconnu mais estimé par Mn et �2 est connu :

[Mn� z�
�p
n
; Mn+ z�

�p
n
]

z� est la valeur de z trouvée dans la table de la �gure 8.4 pour une probabilité �:
- X et �2 sont inconnus mais estimé par Mn et s2 et n su¢ samment grand :

[Mn� t�;n�1
sp
n
; Mn+ t�;n�1

sp
n
]

t�;n�1 étant issu de la loi de Student à n-1 degré de liberté dont nous avons déjà
parlé (�g. 8.5).


