Chapitre 7
L’OSCILLATEUR HARMONIQUE

Loscillateur harmonique est un sujet trés important. Le systéme physique décrit
ici est utilisé dans de nombreuses situations, trés différentes les unes des autres, pour
modéliser les phénoménes ou construire les théories selon le cas.

Ce chapitre a été écrit avec l'intention, non seulement d’introduire [’oscillateur o
une dimension, mais ausst de permettre, & cette occasion, une révision de quelques notions
importantes introduites dans le cours.

Nous avons intentionnellement omis certaines démonstrations élémentaires ; il est
fortement recommandé d’en effectuer explicitement la démonstration a titre d’exercice.

7.1 Introduction

En mécanique classique, une position d’équilibre stable correspond a un minimum
de lénergie potentielle, V(x).

" 2
Vy+ % Vo (x — xp)

Figure 7-1.

Donnons de V (z) un développement au voisinage de la position d’équilibre stable :
1 1 .
V(z) ~ V(xo) + ﬁV’(mo) (x — =) + EV (z0) - (z — 20)” on () représente la dérivée

d()
dzr

xo étant 'abscisse d’une position d’équilibre, il vient V'(zg) = 0. Cette position
d’équilibre étant stable on en déduit V" (xo) := Vi’ > 0 (il peut arriver que l'on ait
V" (x9) = 0, avec par exemple, V"' (xq) = 0 et V""(x) > 0 mais le plus souvent ce n’est
pas le cas).

L’oscillateur harmonique constitue donc un systéme physique particuliérement
important dans la mesure ou il décrit, en premiére approximation, le mouvement d’un
point matériel au voisinage d’une position d’équilibre stable dans le cas général.

Il est possible d’ajouter une constante arbitraire a 1’énergie potentielle (voir I’an-
nexe page 106). Nous effectuons la substitution V(z) — U(z) = V(z) — V(zo) et nous
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1
posons X = x — zy. L’énergie potentielle s’exprime alors sous la forme U(X) = §kX2 ol

lon a posé k = V" (xg) > 0. En utilisant I’ancienne notation, x, pour désigner la nouvelle
variable X, il vient ’expression de ’hamiltonien :
P 1

H="—+-ka*
om 2"

avec p = —th—.
L’équation d’évolution de la fonction d’onde s’écrit alors
N

'h—*Hq/;-f—h—zAer}k 24
ot — VT Ty 2"

ol m est la masse de 'oscillateur et k son coefficient de raideur.

7.2 Les opérateurs a et a™

Nous définissons les opérateurs a et a™ :

. - %(@Hh h;:p) (7.1

at = %( %x—% %p) (7.2)

ol w est la pulsation de 'oscillateur classique de méme masse et de méme coefficient de
k

raideur : w =/ —.
m

a est appelé "opérateur d’annihilation", a™ est appelé "opérateur de créa-
tion" et N = a'a opérateur "nombre de quanta". Nous justifierons ces dénominations
ultérieurement.

On vérifie aisément les relations suivantes

’[a,aﬂ =aat —ata= 1‘
H:m(m;)
[Ha] = —hwa et [H,a"] = hw a*

Remarquons que a et at sont des opérateurs conjugués : a’ = at et (aJr)Jr = a.
Cette propriété est une conséquence de 'hermiticité des opérateurs z et p.

7.3 Le spectre de I’hamiltonien

Nous nous proposons de démontrer

1
1. que les valeurs propres de ’énergie sont les quantités <n + 2) hw ol n est un entier
arbitraire (n =0, 1,2, etc...) et

2. que les valeurs propres précédentes ne sont pas dégénérées.
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7.8.1 Minorant des énergies

L’équation aux valeurs propres de 1’énergie s’écrit

En utilisant 1'expression de H en fonction de a et a™, il vient

ataug = £ upi=au
E={7-"5) up:=aup

E 1
avec @ = — — —.
huw

Nous formons le produit scalaire (ug |aTa ug) = (a ug |a ug) . Le produit sca-
laire (ug |a*a ug) étant le carré de la norme de a ug, il est positif ot nul. D’autre part
(ug lata ug) = a(ug |ug) . On en déduit a (ug |ug) > 0. On ne considére que les états
propres décrivant une particule présente quelque part, c’est a dire tels que (ug |ug) > 0.

F 1
Par conséquent il vient a > 0. C’est-a-dire 75 3 > ( soit

1
E> —hw
-2

7.8.2 Echelle des états propres de H "en dessous” de ug

Considérons ug(z), état propre de H, tel que H ug(x) = FE ug(z). Posons
u(—1) = a ug. Nous formons H w_y); il vient H u(_;) = Ha ug. En utilisant la relation
[H,a] = —hw a on obtient H u(_y) = Ha ug = (aH — hw a)up = a (H up — hw ug) =
a(E —hw) up = (E — hw) a ug. Ainsi u(_y) satisfait la relation H u(_1) = (E — hw) u(_1).

u(—1) = a ug est fonction propre de H pour la valeur propre £ — fiw.

En formant successivement a ugp = u(_1), a w_1) = U_2), @ U_2) = U(_3),
etc, on obtient une suite de fonction propres de H pour les valeurs propres décroissantes
E — hw, E —2hw, E — 3hw, etc.

Etats propres  Valeurs propres E'tats propres Valeurs propres
u . F
E a < \5"
u_,=au, ¢° E-ho y,

=1) E a N a

: 5 - ¢
Uy =au 4t E-2ho U = atiy ¢« E+3h0
a N a P

; a - g
Uy =aue L E-3fo oy = Aty ¢ < E+2ho a
a N+ a v
; a = . 4
e’ E—4dkw ° Ugy = auy ¢ < E+io g
I g p
. U - F s
4 :
v 1 p

u, —l—A — o
2
Figure a) Figure b)
Figure 7-2.

La suite de fonctions propres ug, u(—1), u(—2), etc est assimilée & la suite des
barreaux d’une échelle en dessous de ug (figure 7-2.a). On les obtient par application
successive de I'opérateur a.
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7.8.8 Le premier barreau ; le spectre de I’hamiltonien

Il n’est pas possible de descendre 1’échelle indéfiniment et d’obtenir ainsi des
valeurs propres aussi petites que possibles car les énergies sont minorées. Il y a donc un
dernier barreau correspondant & une fonction d’onde non nulle que nous notons ug. La
valeur propre de ’énergie associée est £y = F — nhw ot n est un entier. Lorsqu’on forme
a ug on obtient une fonction propre de H pour la valeur propre Fy — Aiw. A cette fonction
propre est associée une valeur propre inférieure au minorant. La fonction d’onde est donc
nécessairement nullef. Ainsi la fonction d’onde du premier barreau de I’échelle satisfait la

relation
1 k i hw
a Uy = NG (\/ ot uo(z) + NV E P UO(@) =0

Une telle relation est une équation différentielle qui détermine ug & un facteur

[ hw
multiplicatif prés. Nous posons o := T 11 vient

x du _ o2
. uo+ad—;:0:>uo(x):Ae 207 (7.3)

ol A est une constante.
La fonction d’onde étant déterminée & un facteur multiplicatif prés, I’état physique
correspondant est complétement déterminé. Il est unique.

Juy()]”

Figure 7-3.

L’état décrit par la fonction d’onde ug est ’état fondamental d’énergie minimale

1 1
FEy = ihw . En effet, formons Hug = hAw (a+a + 2) ug. La relation a ug = 0 implique

1
Hug = ihw ug. La fonction ug(x) est donc fonction propre de 'hamiltonien pour la valeur

1
propre Fy = aﬁw; cette quantité est appelée "énergie du point zéro”.
Les valeurs propres de I’énergie associées aux barreaux en dessous de ug ont pour
expression Fg + mhw ol m est un entier. Cette relation est également valable pour la

1
fonction up et par conséquent F = Fy + nhw avec Fy = 5% On en déduit la relation

. 1 . .
nécessaire £ = (n + 3 fuw ol m est un entier non négatif.

Deux questions subsistent :

1
1. L’énergie F = (n + 2) hw est elle dégénérée? Nous verrons que la réponse est

2. L’entier n peut il prendre n’importe quelle valeur positive, aussi grande que 'on
veut ? Ici, la réponse est "oui".

fu = 0 est fonction propre de tout opérateur linéaire, pour toute valeur propre.
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7.83.4 Remonter [’échelle

1
Considérons I'état up avec B = (n + 3 JTuww. Nous utilisons les notations u, (z)

de préférence & up(r) et u,—m avec 0 < m < n de préférence & u(_,,). Cette nouvelle
notation consiste & numéroter les barreaux de ’échelle & partir du fondamental, barreau
dont le numéro est 0. On prétera attention aux notations, tout particuliérement a celles
de la figure 7-2.b) ot apparaissent w1), u(2), ... U@m) qui ne sont donc pas les fonctions
d’ondes des mémes états que ceux décrits par wuy, Ug, ... Um,.

Avec ces nouvelles notations il vient u,, = a u;,+1 (par construction) avec

1
H Uy, = H ) = (B — (n —m)hw) Up—m) = <m + 2) hw wy,
1
H u, = (m + 2) hw U, (7.4)

. 1
Formons a* u,, = a*a u,,,1. La relation H = hw <a+a + 3 donne at u,, =

H 1 3
ataumyr = o um+1_§ Um+1- En utilisant la relation 7.4, H w41 = (m + 2) hw Upmt1,
3
on obtient a® uy, = ata Uupi1 = (m + 3~ 2) hw Uy Les fonctions at i, et tn 1

sont proportionnelles. L’état physique représenté par la fonction d’onde a™ u,, est donc
le méme que I'état représenté par la fonction d’onde u,, 1. Par conséquent, on "remonte"
’échelle en dessous de up en appliquant 'opérateur a* (figure 7-2.a).

1
Supposons que plusieurs états de méme énergie £ = [ n + 2) hw existent : deux

états de fonctions d’onde notées up et vg, par exemple. Ces deux états disposent de deux
échelles qui conduisent au méme état fondamental décrit par la fonction d’onde uy donnée
par l'expression 7.3 :nous avons en effet démontré que 1’état fondamental est unique.

Partant de ug, pour retrouver ug et vg (a un facteur multiplicatif prés) nous
devons appliquer successivement n fois 'opérateur a™t. Il vient (a™)" ug = Mg = pvg.
Nous en déduisons que les fonctions d’onde ug et vg sont proportionnelles. Elles décrivent
donc le méme état physique. Par conséquent, I’énergie E n’est pas dégénérée.

7.3.5 FEchelle des états propres de H "au dessus" de ug

up est un état propre de H qui satisfait la relation H ug = E ug. Formons
at ug = u(y). De la relation [H,a™] = hw a™ on déduit Hatup = a*H ug + hwa* up =
(E+hw)a™ ug soit H uny = (E+ hw) ugy. En appliquant successivement a™ on en-
gendre donc, au dessus de ug, une échelle dont les barreaux sont des états propres de H
pour les valeurs successives E + fiw, E + 2hw, E + 3hw, etc (figure 7-2.b). On peut ainsi

construire une fonction propre de ’énergie pour une valeur propre | F,, = (n + 2> hw | ol

n est un entier non négatif arbitraire.
7.8.6  Création et annihilation d’un quantum d’énergie

Un oscillateur harmonique est un récipient d’énergie dont le contenu varie par
saut d’un nombre entier de quanta, ’énergie d’un quantum étant égal & fuw.

A Téchelle macroscopique, un quantum d’énergie est généralement une trés pe-
tite quantité. Ce n’est pas le cas a I’échelle microscopique. Pour illustrer cette propriété
considérons, dans le cadre de la théorie classique, un oscillateur plongé dans un gaz a

I’équilibre thermodynamique a la température 7. L’énergie de 'oscillateur est §mw2X 2
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ot X est 'amplitude du mouvement. A 1’équilibre thermodynamique, cette énergie est
2 kT

de Vordre de kT ou kg est la constante de Boltzmann. On en déduit X ~ 7
mw

kT
Pour fixer les idées, posons T ~ 300K et w ~ 10*s™!, il vient % ~ 4-10°. Avec
T = 100K et w ~ 10°s~! le nombre de quanta d’énergie stockés dans Poscillateur reste
k
encore trés élevé : % ~ 108. Un variation d’énergie de I’ordre de 1 quantum provoque

donc une variation relative AX/X de l'ordre de 0,5-10~% dans le dernier cas. Dans ce cas,
Pamplitude du mouvement, X, est déja trés petite, AX est alors négligeable. Avec une
masse m ~ 1mg, il vient X ~ 0,5A et AX ~ 2,5-107%A. Ici, il apparait clairement que
I’échange d’un quantum produit un effet négligeable, méme pour une masse aussi petite
que 1 mg. On congoit donc que les quantités d’énergie échangées aient été pergues comme
continues jusqu’a une période récente.

La situation est différente a 1’échelle microscopique. Supposons que 'oscillateur
soit une molécule caractérisée par une pulsation w ~ 10'4s~! correspondant & une fré-
quence infrarouge du spectre. Les oscillateurs moléculaires peuvent étre excités dans leurs
collisions avec les molécules de gaz a la condition que celles-ci leur transférent au moins
un quantum fw ~ 10729J. A la température T = 100K, les molécules de gaz ont une
énergie de 'ordre de kT ~ 1,4 -1072'J. La relation Aw ~ TkgT a pour conséquence
que seules quelques rares molécules de gaz disposent de I’énergie suffisante pour exciter
l’oscillateur moléculaire. On constatera donc I'absence de raie d’émission a la fréquence
considérée.

Sur le plan formel, lorsqu’on applique 'opérateur a & une fonction d’onde d’énergie

2
a disparu. Pour cette raison, a est appelé "opérateur d’annihilation”. De facon similaire,
appliquer a™ & la fonction d’onde u,, crée un quantum d’énergie supplémentaire. C’est la
raison pour laquelle a™ est appelé "opérateur de création”.

1
E,=[n+ ) hw, on obtient une fonction d’onde dont ’énergie est E,, —w. Un quantum

7.4 Base standard : relations de récurrence

L’état fondamental est décrit par la fonction d’onde 7.3. Nous choisissons A de
fagon & ce que la fonction ug soit normalisée. Il vient

o = ((7\1/7?)1/2 e 3(2)" avec o= \/? - \/Z (7.5)

3
Lorsqu’on forme atuy on obtient une fonction qui décrit 'état d’énergie ghw

[SE

mais qui n’est pas normalisée. A partir de maintenant, par convention nous notons u,, une
fonction d’onde normalisée qui décrit 1’état d’énergie (n + 3 hw. Les relations satisfaites

par les fonctions d’onde wu, (x) sont les suivantes :
N 1
(Un un) =1, aup = Ay Up—1, @ Up—1 = pu, e Hu,=|n+ 3 hw w, (7.6)

Notre objectif est de déterminer A, et p,,.
Nous vérifions tout d’abord les relations

’aa+un:nun et ata u, =(n—1) un‘
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La premiére de ces relations justifie I’appelation "opérateur nombre de quanta”

H 1
donné a 'opérateur N = aa™. Cette relation s’obtient & partir des relations a™a = )
1
et Hu, = (n + 2) hw u, tandis que la seconde relation s’obtient & partir de la relation
aa™ u, =n u, et de 'expression du commutateur [a,a’] :=aa™ —ata = 1.

Le produit scalaire (a u, |a u,) s’exprime de deux maniéres. Les relation 7.6
conduisent & ’expression

(a up |a up) = |An| . La relation (a"‘)T = a donne {(a uy, |a u,) = (uy |[aTa u,) =
n (Up |[ty,) . On en déduit |A,| = /n.
‘2

De méme on calcule (a* u,—1 [a™ up_1) = |p,|” = (up—1 laa™ up_1). On en

déduit |u,| = vn + 1.

La base standard est obtenue en choisissant \,, et u,, réels et positifs : A, = /n
et 1, =+vn — 1. On en déduit

(Gun =iy ot ot u= VAt L ug

Ces relations permettent de déterminer explicitement les fonctions d’onde u,(z). Par
exemple

alg

ul:%a%:;(\/gx b1 j) KU%)/< >2].

[hes 2 \'? o2
Avec o = - il vient u; = (20\/77) ; e2(3), Ainsi, en appliquant les

relations de récurrence on trouve successivement

Ug =

(77) |
w = (Ulw) e%(ffx%(ﬂ
- GR)
(%)

u2 =

ou H,, est un polynome de degré n connu sous la dénomination de "polynéme de Hermite".
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Les fonctions d’onde des premiers niveaux d’énergie sont représentées sur la figure
7-4. La parabole en pointillés donne 1’élongation, X, de l'oscillateur classique de méme
énergie :

mw 5

1
pour E:E0:§hw pourE:Elzghw pourE:Egzihw

Les fonctions deviennent négligeable pour |z| 2 X. On remarquera en outre que
les fonctions de la base standard sont réelles et alternativement paires et impaires.

7.5 Paquets d’ondes de ’oscillateur

7.5.1 Ewvolution : cas général

Pour étudier le comportement d’'un paquet d’ondes, nous utilisons le théoréme
d’Ehrenfest. (paragraphe 3.3.2, page 41)

dz) 1 () dp) _ 1
(o) = 2 Sl H)) = k(o)
d? (z)
dt?
() que lon trouve la particule si on en mesure la position. Les équations du mouvement
de M sont celles d'un oscillateur classique de masse m et de coefficient de raideur k. Le

On en déduit I’équation m = —k{x). Cest au voisinage du point M d’abscisse

. . [k
mouvement de M est donc un mouvement sinusoidal de pulsation w = 4/ —. La valeur
m

moyenne (z) étant une fonction sinusoidale de pulsation w, son carré, (x)* , est une fonction
périodique de pulsation 2w.
La particule n’est pas parfaitement localisée. Sa position présente une certaine

indétermination que mesure ’écart quadratique moyen Az = ((xQ) - (x>2>

Pour étudier la dépendance temporelle de <x2> nous calculons z & partir des

h
relations 7.1 et 7.2 : z = —— (a+a™) avec o =/ —.

V2 mw
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Nous allons utiliser la structure d’espace vectoriel de ’espace des états ; en consé-
quence nous utilisons les notations introduites page 9 pour exprimer la décomposition de
la fonction d’onde sur la base standard* : |¢) = 3_C,e~#"+1/2)t |y, ) Nous calculons

n

221) :
22 |¢) = U—ZC’ne_"(”H/Q)“t (a®> +a™ +aa® +ata) |uy,)

22 |y) = 720 e—i(nt1/2)wt (mmn 2) + v/ (n+ 1) (n+2) Junta) + (2n — 1) |un>>

Nous formons le produit scalaire (1 |x21/1> :

(W |a2p) = 72(0,66 (k+1/2) wt) (c e WH/?)W) X ( (= 1) (up, [un_s)
+ m+nm+mwuwwa%—nwmw0

= *chc ek (m% ne2+ vV +1)(n+2)0k nio
+ (2n—1)d; n)

— U;Z (Un,zcne—mt\/m + Crip2Cre®™@t\/(n+1) (n +2)
+ CnCy (2n — 1))

On constate que (1 |x21p> est une fonction périodique de pulsation 2w, comme <x>2 .
La norme de |1)) est une constante; il en est de méme de (1 |¢) ; par conséquent

< 2> W e 1/)| | z/:ij> est une fonction périodique de pulsation 2w. C’est aussi le cas pour
Azx? = <x2> — <x>2 et par conséquent pour Az (le plus souvent).

La position moyenne d’un paquet d’ondes d’oscillateur harmonique est donc animé
d’un mouvement sinusoidal de pulsation w, tandis que ’écart quadratique moyen est une
fonction périodique de pulsation 2w.

7.5.2 FEtats cohérents

Les états cohérents, |F') sont les états propres de Popérateur annihilation a.
a |[F)=f|F)

L’opérateur a n’est pas hermitique, la valeur propre f n’est donc pas nécessairement réelle.
En utilisant la définition de |F) ainsi que les propriétés des opérateurs a et a* on
calcule aisément les valeurs moyennes suivantes :

(a

=/ () =1 @ta) = IfF | {@a)®) = 1f° (1+141)
S(F+T) | )= Vﬁu 7| o= uﬂm(u%;>
NG Ap—ﬁ AN = /(N) AH = Tw /(N)

(z) =

s |2

Az

*Les états physiques sont décrits par une fonction d’onde v (z) qui est un élément de ’espace vectoriel
des fonctions de carré sommable, continues, a dérivées continues. L’espace des états est donc un espace
vectoriel. Suivant la notation de Dirac, pour insister sur le caractére vectoriel de la représentation des
états physique, les éléments de 'espace des états sont notés |)).
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Remarquons que (x) et (p) peuvent étre choisis arbitrairement (parmi les réels);

1 h
on en déduit alors f = — <<x> — z'g <p>) . Remarquons en outre la relation| Az Ap = 3

V2 \o h

h
De facon générale, c’est I'inégalité Ax Ap > 5 qui est satisfaite (cf. page 31). Ici Az Ap
prend la valeur minimale possible. Pour cela, le paquet d’ondes qui décrit un état cohérent
est appelé "paquet d’ondes minimal”.
En remplacant a par son expression dans 'expression a |F) = f|F), il vient

1(1‘F()_ dF(z) Fuw

):fF(x) avec o=/

x)—o
o dx k
La fonction d’onde F'(x) satisfait donc une équation différentielle qui s’intégre sous la

forme

F(z) = Ae 3 (5-5V2)°

o2
ol A est une constante. Le calcul de |F(z)|? conduit a I'expression |F(z)|* = Aeiz P

2
e_(v ) . La densité de probabilité de présence est donc représentée par la gaussienne
de la figure 7-3, centrée en (x) ici (et non a origine).

On peut décomposer 'état |F') sur la base standard : |F') = Y C,, |uy) . La relation
a|F) = f|F) implique Cy,y/n = Cy,,_1; on en déduit

|F) = Cj x Z\J/c% |t ) (7.7)

On peut poser Cy = e~ 21/ Létat |F) est alors normalisé.

Supposons que I'expression précédente soit celle de la fonction d’onde ¢ & I'instant
initial ¢ = 0 (c’est a dire F'(z) = v (0, z)). Pour étudier I’évolution de I’état, nous utilisons
les résultats du chapitre 3.2, en particulier ’expression 3.3 page 39. A I'instant ¢ la fonction

I —i(n+3)wt
d’onde est ¥ (t,2) = Cod_ ———=e "\"T2)% |u,)
n \/TL!

Y (t,x) = Coe ™2 x Z\(/bi' lu,) avec ¢ = fe ™!
—V/n!

Cette expression doit étre comparée a l'expression 7.7 : f — ¢ = fe ™ et Cy —
Coe~™t/2 Un état cohérent reste donc un état cohérent au cours du temps. Az et Ap
ne changent pas : le paquet d’ondes reste minimal. Un état cohérent décrit un état aussi
proche que possible de I’état classique.

x o ) . .
Posons X = — et P = % A chaque instant, ’état d’un oscillateur classique est
o

représenté par un nombre complexe Z. = X, + iP. car X, et P. prennent des valeurs
précises. Dans le cadre de la théorie quantique, on peut représenter (Z) = (X) + 4 (P).

e+’ +(p-9)°
2

difficulté donne |(Z)] = 1/2]¢|*> = /2(N) = ANV?2. Si l'on veut représenter I'état
d’un oscillateur classique qui se comporterait autant que possible, comme l’oscillateur
quantique, il faut accepter une certaine indétermination sur Z., due aux indéterminations
AX =1/ V2 = AP. L’extrémité de Z. dans le plan complexe se trouve donc situé (avec

C’est un nombre complexe de module [(Z)| = . Un calcul sans



Paquets d’ondes de I'oscillateur 103

une forte probabilité) dans une zone circulaire, centrée sur 'extrémité de [(Z)|, dont le
rayon est de I'ordre de 1/v/2 (figure 7-5).

/\P
. 12
q)/
A
L
P
¢ s
Figure 7-5.

1
La phase ¢ présente donc une indétermination A¢ ~ AN Cette relation com-

1
pléte les relations de Heisenberg : | A¢p AN ~ 3t Pour que la phase d’un oscillateur soit

bien définie, il est donc nécessaire que le nombre de quanta d’énergie présente une grande
indétermination. La relation AN = /(N) implique que pour cela, dans un état cohérent,
le nombre de quanta d’énergie doit étre trés élevé.

7.5.83 FEtats comprimés

Les états cohérents ne sont pas les seuls états décrits par des paquets d’ondes
minimaux.
Considérons les opérateurs b et b :

b=Xoa+p,at et bT =X at+7ga avec |[Ao|> — il =1
Ces deux opérateurs sont conjugués I'un de I'autre. Ils satisfont la relation de commutation

[b,bT] = 1.
a, a™, x et p s’expriment en fonction de b et b :

a = Xb—pybt, at =X b —7gb
o —

r = ﬁ((AO*ITO) b+ (Ao — po) b+)
5 -

p o= —— (ot m) b= (oti) b)

V2o

Considérons, a linstant ¢ = 0, un état propre, |G), de 'opérateur b pour la
valeur propre z. Un tel état est appelé "état comprimé"T. Les états cohérents étudiés au
paragraphe précédent, correspondent au cas \g =1, 5o =0 et z = f.

Nous développons |G) sur la base standard :

|GY = ZC" lu,) avec  Aovn+1 Chiq + poyv/nCp_1 = 20,

TNous justifierons plus loin la dénomination "état comprimé".
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A Vinstant ¢ 1'état est |¢p) = ZC’ne_i(7l+%)Wt |t ) . Posons K, (t) := Cne_i(”"’%)"”.

II vient

) = ZK” lu,) avec Noe™'n + 1K, 1 + poe” “'nK, 1 = 2K,

A Tinstant ¢ 1’état |1)) est encore un état comprimé, comme a l'instant initial,
cependant les valeurs de \g et p, ont ét¢ modifides : \g — Aoe™! = X et puy — poe” ! = pu.

Des calculs sans difficultés conduisent aux valeurs suivantes :
o —
T — (A=) Z+A—T)z) et Ax=
(x) 7% (A=wz+ (A -p)2)

) = \/?O,((Mru)z—(“rﬂ)'?f) ot Ap=—Z— A+l

Lorsque A et u présentent la méme phase il vient A = |\|e? et p = |u|e? avec

g

S

\/ﬁl wl
h

A2 — |,u|2 =1, ce qui implique
Ax Ap = —. Dans ce cas le paquet d’onde est minimum. Ceci se répéte de

fagon périodique au cours du temps. En effet, posons Ao = [Ao| €9* et py = |po| €5 A
et p présentent la méme phase aux instants ¢ tels que 0y + wt = 0, — wt + 2N, soit
2wt = (6, — 6 +2Nm) o N est un entier.

Posons \g = cosh @ et p, = e~ sinh §. Il vient

Ax = i\/cosh 260 — sinh 26 - cos (2wt + ¢) et Ap = %\/cosh 20 + sinh 20 - cos (2wt + ¢)
o

V2 V2
L’écart quadratique moyen Ax est une fonction périodique du temps. Nous retrouvons
ici, dans un cas particulier, un résultat précédemment établi (cf. le paragraphe 7.5.1 ci-
dessus).
Pour fixer les idées, nous représentons le graphe des fonctions Az(t), Ap(t) et du
produit Az Ap dans le cas cosh 26 = 10 (figure 7-6).

20t+ ¢

0 T 2n 3n 2t+¢
Figure 7-6.

Les fonctions Axz(t), Ap(t) présentent la méme période 7/w tandis que le produit
posséde une période moitié.

Ax n’est pas constant, non plus que Ap. A certains instants (tels que 2wt + ¢ =
2N7) lindétermination sur x est minimale. Il faut alors concéder une indétermination
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maximale sur p. Dans ces conditions on considére que 'indétermination sur z est "com-
primée", ce qui justifie la dénomination "état comprimé” donné a un tel état de 1'oscil-
lateur.

7.6 Champs quantiques

L’oscillateur harmonique n’est pas seulement le modéle qui décrit le mouvement
d’un point matériel au voisinage d’une position d’équilibre stable quelconque, c’est aussi
un modeéle pour la quantification des champs et 'introduction des quanta correspondants :
le photon pour les ondes électromagnétiques, le phonon pour les ondes élastiques ou la
particule de matiére pour les ondes de de Broglie.

Considérons le cas simple d’'une onde qui se propage le long de 'axe Ox d’un

repeére galiléen a la célérité ¢ de la lumiére dans le vide. L’équation satisfaite par I’onde
0%y 0%
2ot 0z
x =0 et z = L. Nous avons vu' que, sans préjuger de 1’équation de propagation, I'état le
plus général est, a chaque instant, de la forme

P an sin (mr%) pour 0 < x < L

est = 0. Supposons que ce rayonnement soit piégé dans une cavité, entre

¥ = Opourxz<0 ou z>0L.

Les coefficients g, sont des fonctions du temps car I’'onde se propage dans la cavité
et se réfléchit aux extrémités de la cavité, ¢ est donc sans cesse modifié. Nous portons
I’expression de ¢ dans 1’équation de propagation. Il vient

d?q, nmwe

dt? L
On constate que g, satisfait ’équation d’un oscillateur harmonique classique de
pulsation wy,.

+ anqn =0 avec w, =

) Lorsque I’on prend, pour expression de g, une solution classique, ¢, = g, (t),
on obtient I'expression d’une onde classique.
. On peut cependant considérer que g, est semblable & la variable de posi-

tion d’un oscillateur quantique. L’énergie du mode n est alors quantifié (E,, = nhw, en
abandonnant 1’énergie du point zéro). Dans le cas de la lumiére le quantum est un pho-
ton, d’énergie hw,,. L’état du mode n est décrit par un vecteur de ’espace des états d’'un
oscillateur, représenté par une fonction d’onde, ¢ (g,). La variable ¢, n’a pas une valeur
bien définie mais est susceptible de prendre une valeur arbitraire avec une certaine proba-
bilité. I’onde lumineuse 9 a profondément changé de nature, elle est devenue le champ
quantique ).

7.7 Conclusion

L’importance de 'oscillateur harmonique et de sa quantification est considérable
en physique.

On fait appel & un tel modéle pour décrire les mouvements moléculaires et les
spectres d’émission par exemple. La compression des état doit permettre d’améliorer la
sensibilité des appareil de détection basés sur la mesure de petits déplacements (détection
mécanique des ondes gravitationnelles par exemple). Cependant, c’est surtout la quan-
tification des champs qui révele des propriétés nouvelles, insoupgonnables dans le cadre
classique.

tVoir le paragraphe 1.6.
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La quantification du champ électromagnétique est conduite d’une fagon simi-
laire & celle que nous avons évoqué au paragraphe 7.6. Les variables de position et
d’impulsion, ¢, et p,, sont associées aux champs magnétique et électrique, tandis que
les opérateurs annihilation et création d’un photon dans le mode n, sont les opéra-

¢ 1 (qn n 10 ¢ 1 (q, o h Liobérat
eurs a, = —= | —+ —pn ) et af = — = — —p, | avec 0 = 4/ —. L’opérateur
V2 \o n? V2 \o n? Wn P

N,, = a}a, est 'opérateur nombre de photons dans le mode n.

L’état fondamental du mode n est noté |ug), . Par la suite, afin d’alléger les
notations nous abandonnons 'indice n.

Il n’y a pas de photons dans I’état fondamental. En effet N |ug) = 0. L’état
représenté par |ug), est le vide quantique du mode n. On vérifie la nullité de (g) et
(p) , valeurs moyennes prises sur le vide. Ceci s’interpréte comme la nullité des champs
magnétique et électrique en téorie classique. Les valeurs moyenne de at +a et at —a
sont nulles mais il leur subsiste une indétermination. On vérifie, par exemple, la relation
<(a—|— a+)2> = (aTug |a® up) = 1. Ces indétermination conduisent a l'indétermination
des champs électrique et magnétique que l'on peut interpréter comme des fluctuation de
ces champs. Ces indéterminations ont des effets observables : influence sur les niveaux
d’énergie de 'atome d’hydrogeéne (déplacement de Lamb), attraction de deux conducteurs
trés proches I'un de l'autre (effet Casimir), corrections a apporter au rapport gyromagné-
tique de I’électron tel qu’il se déduit de I’équation de Dirac (moment magnétique anormal
de I’électron). Le vide quantique apparait comme un état qui ne présente pas "l'indiffé-
rence" du vide classique mais qui, au contraire, agit sur les systémes physiques les plus
divers.

Annexe

Deux fonctions d’onde proportionnelles décrivent le méme état physique (page
26). Le facteur de proportionnalité dépend éventuellement du temps. Considérons les
fonctions 1 (t,7) et o (t,7) = € .4 (t,7) ou O est une fonction réelle du temps. Ces
deux fonctions décrivent le méme état physique.

Le produit scalaire (¢ |9) = /// Wy (8, 7))y (t,7) dPr = /// By (t,7)-py (t,7) dBr
conserve la méme forme que I'on utilise les fonctions ¥ ou ¢ pour représenter les états
(ce ne serait pas le cas si on posait ¢ (t,7) = f(t) - ¥ (¢,7) avec |f(t)] # 1). Dans ces
conditions nous pouvons choisir la "représentation ¢” de préférence a la "représentation
1" sans modification de la théorie quantique exposée ici. L’équation d’évolution est ce-
pendant modifiée.

0
L’équation satisfaite par 1 s’écrit zha—qf = H 1; nous en déduisons

a8
di

1% _ oy 0% 5D e

dé i0(t)
ot ot ar€ ey

P (t,7) = 0 Hy —h

La quantité e?® n’est pas un opérateur, c’est un scalaire et par conséquent
et x H []=H [e’e(t)w] = Hy. On en déduit I’équation d’évolution de ¢ sous la forme

. Op do ~
zha— (H—hdt)go—Hgo

P2 h? ~ h? do

L’hamiltonien H = — +V = ——A + V est devenu H = ——A+V — i—.

2m 2m &0 2m dt

L’énergie potentielle V () s’est accrue de la "constante" —ha.
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Réciproquement, si on ajoute a Iénergie potentielle une constante Vg (éventuel-
lement une fonction arbitraire du temps), il existe une représentation telle que la forme
prise par la théorie quantique n’est pas modifiée (& Pexception de ’énergie potentielle
puisqu’on lui a ajouté V) : les propriétés mathématiques de la fonction d’onde, 1'expres-
sion de la densité de présence, de la densité de courant, du produit scalaire, les axiomes
de la mesure, etc restent inchangés. Pour déterminer la nouvelle représentation, c’est a

dire 6, il suffit de poser —hﬁ =Vb.

dt



