
Chapitre 6
ESTIMATIONS ET TESTS D�HYPOTHÈSES

6.1 Introduction

Les statistiques peuvent apporter une aide à la décision. C�est là leur intérêt
principal.

Les outils que sont les moyennes, les écarts quadratiques moyens, les coefficients
de corrélation, les histogrammes et les nuages de points permettent de décrire de façon
synthétique des populations nombreuses et, par conséquent, d�apprécier les situations à
partir desquelles des décisions seront prises : décisions qui engagent une action ou qui, plus
modestement, attribuent des valeurs précises à des paramètres jusqu�à lors mal connus
(c�est l�apport des statistiques à la théorie de la mesure par exemple).

L�une des caractéristiques de l�outil statistique concerne sa capacité à estimer
les propriétés d�une population nombreuse à partir d�un échantillon de taille réduite. Ce
mécanisme, qui permet de tenir pour vrai certaines propriétés compte tenu de certaines
observations qui en seraient la conséquence probable, est connue comme "une inférence"
et les méthodes sont celles des statistiques inférentielles. Nous avons déjà rencontré, plu-
sieurs fois, un tel mécanisme, par exemple lors de l�estimation d�une incertitude standard
page 78, où des résultats vraisemblablement contradictoires suggèrent de reprendre les
expériences. A ce propos, remarquons que décider de l�incompatibilité de deux campagnes
de mesures c�est rejeter l�hypothèse que les moyennes des observations sont les mêmes.
Ainsi, se donner les moyens décider, c�est, ici, tester une hypothèse.

Dans un registre différent, les exemples pages 60 et 75 montrent comment estimer
la taille d�un échantillon lorsqu�on cherche à connaître une moyenne.

A l�évidence deux sujets importantes émergent : les estimations et les tests
d�hypothèses. Ce sont ces questions que nous abordons dans ce chapitre.

Les méthodes d�estimation et de comparaison ainsi que les tests d�hypothèses ont
été développés par les statisticiens dans une multitude de cas, pour tous les objectifs
imaginables. Ce chapitre ne saurait être une présentation complète, ni même approfondie,
du domaine, mais seulement une introduction aux méthodes employées et aux façons de
penser et de poser les problèmes. Notre intention n�est pas, non plus, de vous assommer
de démonstrations∗, mais seulement de présenter l�intérêt de ces méthodes, et aussi leurs
limites.

Avant de commencer, il est bon de rappeler que les statistiques fournissent une
aide à la décision, seulement une aide, pas plus : décider n�est pas le fait du statisticien�

(voir les commentaires de la Þgure 4-4, page 62).

∗Vous devrez donc nous faire conÞance dans nos affirmations. Vous pouvez aussi consulter l�un des
nombreux ouvrages de statistiques existant et y étudier les démonstrations.

�Si vous devez subir une opération à risque, c�est au médecin, au chirurgien, de vous informer des
risques (honnêtement et complètement) mais c�est à vous de prendre la décision et de l�assumer, à vous
seul.
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6.2 Estimations

Considérons une variable aléatoire, X, dont on a effectué n mesures indépen-
dantes. Les problèmes les plus fréquents portent sur la façon d�obtenir une estimation de
l�espérance E(X) et de la variance V(X) de la loi de probabilité suivie par X, compte tenu
des observations. Nous avons déjà étudié ces questions au paragraphe 5.3.2 page 80 pour ce
qui concerne l�estimation de l�espérance mathématique d�une variable X et au paragraphe
5.3.4, page 82 pour ce qui concerne la variance de X. Dans ces deux paragraphes, la seule
hypothèse posée concernent la répartition normale des erreurs et ne concerne ni la nature,
ni la valeur des grandeurs mesurées. Les résultats obtenus sont donc très généraux. Nous
les rappelons ici.

La méthode consiste à répéter la même mesure. Si c�est la mesure d�une grandeur
physique bien déÞnie, tous les résultats seront voisins les uns des autres. Mais si on cherche
à connaître la proportion de ceux qui voteront pour Clovis, il est normal que les résultats
diffèrent d�une mesure à l�autre car le résultat de la mesure est 1 si la personne interrogée
se propose de voter pour Clovis et 0 dans le cas contraire (voir l�application de l�inégalité
de Bienaymé-Tchebychev paragraphe 4.2.2, page 57).

Quelle que soit le cas considéré, la méthode consiste à mesurer la grandeur que
l�on souhaite estimer. Cette mesure est une épreuve aléatoire qui déÞnit une variable G.
On répète la mesure, construisant ainsi une suite de variables aléatoires qui suivent toutes
la même loi de probabilité. Cette suite de variables aléatoires est la suite G1, G2, ...,
Gn, les résultats obtenus sont g1, g2, ..., gn. L�ensemble de ces n mesures constitue une
campagne de mesure.

On introduit la variable aléatoire Z =
1

n
(G1 +G2 + ...+Gn)

Le résultat de la campagne de mesures est la série statistique (g1, g2, ..., gn) . On
note gn la moyenne de cette série, c�est la valeur prise par Z et sn son écart-quadratique
moyen.

Remarquez que gn et sn sont des quantités numériques connues.
Notre propos est de trouver une estimation de l�espérance mathématique E [G]

et de la variance V (G) de la variable G.
Remarquez que E [G] et V (G) ne sont pas connus.
Nous notons �E [G] et �V [G] des estimations sans biais de E [G] et V (G) . La

présence du "~" signiÞe donc que nous avons affaire à une estimations.
Les résultats déjà obtenus sont les suivants

Z =
1

n
(G1 +G2 + ...+Gn)

E [Z] = E [G] V [Z] = 1

n
V [G]

�E [G] = gn �V [Z] = 1

n− 1s
2
n avec

gn =
1

n

nP
k=1

gk et s 2n =
1

n

nP
k=1

(gk − gn)2

(6.1)

voir les relations 5.3.2 et 5.8.

6.2.1 Echantillon d�effectif élevé (n & 30)
On déÞnit µ et σ : µ = E(G) et σ2 = V(G). Lorsque n est assez grand, on utilise

le théorème central limite pour estimer la loi de probabilité suivie par Z.

Celle-ci est une loi normale d�espérance µ et de variance
1

n
σ2.
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On pose T =
Z − µ
σ/
√
n
. la variable T suit une loi normale, centrée, réduite. La

probabilité de l�événement {Z ∈ (z, z + dz)} est dP ; c�est la probabilité de l�événement
{T ∈ (t, t+ dt)} avec t = z − µ

σ/
√
n
.

Les quantités µ et σ ne sont pas connus. On remplace σ par son estimation �σ,
�σ√
n
=

sn√
n− 1 . On admet alors que la variable

�T =
Z − µ

�σ/
√
n− 1 suit une loi normale

centrée, réduite, caractérisée par la densité de probabilité p(t) :

proba
h
�T ∈ [t, t+ dt]

i
= dP = p(t)dt =

1√
2π
e−

t2

2 dt

Remarquons qu�ici, E
h
�T
i
= µ est inconnu. On peut aussi remplacer µ par son estimation,

�µ = gn , et admettre que la variable
e�T = Z − �µ

�σ/
√
n− 1 suit la loi normale centrée réduite :

proba
he�T ∈ [t, t+ dt]i = dP = p(t)dt = 1√

2π
e−

t2

2 dt

6.2.2 Echantillon d�effectif réduit (n . 30)

Considérons la variable aléatoire Z =
1

n
(G1 +G2 + ...+Gn) . Les variables aléa-

toires Gi et Gj étant indépendantes, il vient V(Z) = 1

n
V (G) . La contribution de la

variable Gk à la variance totale est
1

n2
V(Gk) = 1

n2
V (G) = 1

n
V(Z).

La condition
1

n2
V(Gk) << V(Z) implique donc n >> 1. Pour les petits échantillons,

les conditions d�application du théorème centrale limite ne sont donc pas satisfaites. On
admet généralement que le problème se pose pour n . 30.

Les relations 6.1 ci-dessus sont satisfaites. Cependant, dans le cas n . 30, lorsque
G est issue d�une population normale, la variable centrée, réduite, �T =

Z − �µ
�σ

suit une loi

de Student (voir page 108) et non pas une loi normale. La loi de Student a été décou-
verte et étudiée par William Gosset (1876-1937), employé à la brasserie Guiness à Dublin.
William Gosset avait établi un test de contrôle du brassage de la bière qui permettait de
ne considérer que des échantillons peu nombreux. Ce test donnait un avantage certain à
son employeur et l�autorisation de publier ses travaux lui fut refusée�. Il les jugea, à juste
titre, suffisamment importants pour qu�ils ne restent pas conÞdentiels. Aussi en assura-t-il
la publication sous un pseudonyme.

La probabilité de l�événement
½
Z − �µ
�σ

∈ (t, t+ dt)
¾
est

dP = p(ν, x) dx avec ν = n− 1

La densité de probabilité de la loi de Student, p(ν, x) dépend du paramètre ν. Le paramètre
ν ne Þgure pas dans la densité de probabilité de la loi normale. En effet la loi normale
correspond à ν →∞, pratiquement à ν & 30.

Le paramètre ν est appelé "nombre de degré de liberté" (ddl).

�A cette époque lointaine (1908) l�employeur, achetait le travail, le temps, le repos dominical, le cerveau
de ses employés. Mais c�était autrefois....( ?).
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6.3 Comparaison de deux moyennes

Avec les méthodes descriptives, et les méthodes d�estimations, les tests d�hy-
pothèses constituent les outils privilégiés des statistiques. Nous allons détailler sur un
exemple, la procédure employée pour conduire les tests d�hypothèses les plus courants.

6.3.1 La méthode

Prenons un exemple. Un employeur que nous appellerons Oreste, pour ne désigner
personne, se pose la question de l�intérêt du repos dominical§. L�effet sur la production
en est-il bénéÞque ? Ou au contraire néfaste ?

Pour tenter de donner une réponse à cette question, Oreste opère ainsi. Il contrôle
NL = 300 pièces issues de la production annuelle du lundi et NA = 1000 pièces issues de
la production des autres jours de la même année. La proportion de pièces défectueuses
observées le lundi est xL, tandis que les autres jours elle est xA. On considère que xL
et xA sont les valeurs prises par les variables aléatoires XL et XA. Les observations

donnent xL =
28

300
' 0, 09 et xA =

86

1000
' 0, 086. Peut-on admettre que la différence

est signiÞcative ou au contraire, doit on admettre que la différence observée est due au
hasard de l�échantillonnage ?

On opère ainsi :

1- On établit clairement le schéma probabiliste auquel on se réfère. En particulier il
faut préciser les populations d�où sont tirées, au hasard, les échantillons observés. Ces
populations peuvent exister réellement ou exister potentiellement.

�Dans le cas considéré, la population des pièces fabriquées le lundi existe
réellement.

� Si on fabrique 300 pièces seulement pour étudier le comportement
de la chaîne de production consécutif à une modiÞcation, la population a une existence
virtuelle : c�est l�ensemble des pièces qu�est susceptible de fabriquer la chaîne étudiée.
C�est sur cette population virtuelle que l�on souhaite des informations tandis que les 300
pièces fabriquées en constitue un échantillon.

� EnÞn, si on teste toutes les pièces produites le lundi et toutes les pièces
produites les autres jours, le schéma probabiliste n�est plus valable. C�est un schéma qui
relève des statistiques descriptives car il n�y a pas dans ce cas de tirages au hasard.

Ici nous supposons que les pièces du lundi sont tirées au hasard, de façon non
exhaustive, à partir d�une urne où la proportion de pièces défectueuses est pL et que les
pièces fabriquées les autres jours sont tirés au hasard, de la même façon, à partir d�une
urne où la proportion de pièces défectueuses est pA.

2- On établit clairement l�hypothèse que l�on veut tester : par exemple, nous baptisons
"hypothèse H� l�hypothèse selon laquelle "la proportion de pièces défectueuse fabriquées
le lundi est la même que la proportion de pièces défectueuses fabriquées dans l�année".
Cette hypothèse {pL = pA} est l�hypothèse nulle.

Les raisonnements qui suivent présupposent la validité de cette hypo-
thèse ; si les résultats qui s�en déduisent sont "improbables", l�hypothèse est rejetée.

3- On choisit un seuil de conÞance πs. Posons πs = 0, 95 = 95%.

§Ne croyez pas que cet exemple soit aussi académique qu�il le paraisse. La question se pose réellement
dans certains pays de savoir si les voitures assemblées le lundi ne souffriraient pas de l�abus d�alcool
pendant la Þn de semaine.
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4- On construit un indicateur R qui présente les propriétés suivantes.
� R est positif ou nul
� R est fonction des observations (ici xL et xA, ainsi que les nombres de

pièces contrôlée, NA et NL) et éventuellement des paramètres caractérisant les hypothèses
lorsque ceux-ci sont connus.

On impose comme contrainte de pouvoir calculer numériquement R. Dans le cas
considéré, R ne peut pas être une fonction de p car p est inconnu : R = R(NA, NL, xA, xL).

� On souhaite que R mesure la "distance" entre l�observation et l�hypo-
thèse, ce qui impose deux conditions que l�on satisfait au mieux.

1- La relation R = 0 devrait impliquer la validité de H. En fait,
le mieux dont on puisse s�assurer c�est que R = 0 lorsque H est vériÞée (c�est-à-dire
lorsque pA = pL) et que l�on remplace les paramètres inconnus (comme pA et pL) par leur
estimation (xA et xL).

2- Il faut ajouter la condition que R croît lorsque la vériÞcation de
H se dégrade. C�est-à dire, ici, que R est une fonction croissante de |xA − xL| par exemple.

Nous avons déjà rencontré la construction d�indicateurs et il n�est pas inutile de
se reporter aux pages 14, 17, 22, 26, 27, 34 et 42.

5- La valeur de R est la valeur de la variable aléatoire R(NA, NL,XA,XL) où XA et XL
sont des variables aléatoires. Il est nécessaire que sa loi de probabilité soit connue.

De nombreux indicateurs peuvent être construits, par exemple R = (XA −XL)2.
Nous choisissons ici de poser R = |XA −XL| car la loi de probabilité suivie par R est
simple (voir ci-dessous).

Remarquons que NA et NL sont assez grands (supérieurs à 30) pour que, selon
le théorème centrale limite, XA et XL suivent (presque certainement) une loi normale

de variance σ2XA
=
p(1− p)
NA − 1 et σ

2
XL

=
p(1− p)
NL − 1 , sous réserve de l�hypothèse H que nous

admettons ici en posant pL = pA = p.
Comment estimer p?
Suivant l�hypothèse H, on dispose d�un tirage de 1300 individus, issus de la même

urne. Dans cet échantillon on dénombre 28 + 86 = 114 pièces défectueuses, soit une
proportion p = 114/1300 = 0, 0877; c�est cette valeur que l�on prend comme estimation
de p. Les estimations sont donc les suivantes

σ2XA
= 8× 10−5 et σ2XL

= 2, 7× 10−4

La différence Z = XA −XL de deux variables qui suivent une loi normale suit
une loi normale (cf. paragraphe 5.1 page 71 et l�annexe page 83) : E(Z) = p − p = 0
(hypothèse H) et σ2Z = σ

2
XA
+ σ2XL

= 3, 5× 10−4.
Posons Z = u σZ . La variable u présente une distribution normale, centrée,

réduite dont la loi de probabilité est connue.

6- Nous calculons la valeur R. Nous trouvons ici R = |Z| = 7, 3× 10−3.

7- A ce stade nous disposons de tous les outils nécessaires. Comme nous connaissons
la loi de probabilité suivie par R, nous pouvons déterminer la valeur de R qui a une
probabilité 1 − πs d�être dépassée. Soit Rs cette valeur. Ici, 1 − πs = 5%. Quelle est
la valeur us, telle que |u| à une probabilité 5% d�être supérieure à us? Ou en d�autre
termes, connaissant l�aire grise(1− πs = 0, 05) de la Þgure 6-1, quelle est la valeur de us.
La réponse se lit dans les tables de la loi normale : us = 1, 96. Or |u| > 1, 96 implique
|Z| = R > 1, 96× σZ = 0, 037 = Rs.



92 Estimations et tests d�hypothèses

30-1

πs

1− πs

2

us

u

Figure 6-1

La probabilité de R > 0, 037 est donc de 5%. L�intervalle (0-0, 037) est donc
l�intervalle de conÞance au seuil 0,95 (on dit aussi que le risque est 1− πs = 5% ici).

6.3.2 Premier exemple : l�acceptation

Les données sont résumées dans le tableau ci-dessous appelé tableau de contin-
gence.

nombre de contrôles nombre de pièces défectueuses
pièces du lundi 300 28
autres jours 1000 86

Ici, nous trouvons R = 7, 3×10−3 < Rs = 0, 037. Il n�est donc pas invraisemblable
d�observer une valeur de R "aussi grande" avec les hypothèses que nous avons posées. Par
conséquent rien ne nous permet de rejeter l�hypothèse H que nous acceptons.

Remarquons qu�en acceptant H, nous n�avons aucune certitude. Nous prenons
donc le risque d�accepter une hypothèse fausse.

6.3.3 Un second exemple : rejet

Reprenons le même exemple. Mais supposons que les observations de pièces dé-
fectueuses soient modiÞées :28→ 36 le lundi et 86→ 78 les autres jours.

nombre de contrôles nombre de pièces défectueuses
pièces du lundi 300 36
autres jours 1000 78

On vériÞe que p n�est pas modiÞé, non plus que σZ . L�intervalle de conÞance à

95% est inchangé : Rs = 0, 037; cependant R est modiÞé : R =
36

300
− 78

1000
= 0, 042 > Rs.

Dans ces conditions, on considère que l�obtention d�une valeur aussi grande de R est
improbable (moins de 5%). Il est préférable de rejeter l�hypothèse et de croire que s�est
réalisé un événement probable pour lequel pL > pA.

En rejetant l�hypothèse, on prend cependant le risque de rejeter une hypothèse
exacte.

6.3.4 Un troisième exemple : rejet

Supposons que les observations du lundi portent sur λ × 300 pièces dont λ× 28
sont défectueuses, tandis que les autres observations concernent λ×1000 pièces dont λ×86
sont défectueuses.
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nombre de contrôles nombre de pièces défectueuses
pièces du lundi λ× 300 λ× 28
autres jours λ× 1000 λ× 86

On vériÞe que R conserve la même valeur R = 7, 3 × 10−3. De même πs étant
inchangé à 95%, il s�en suit que us est inchangé, us = 1, 96. Estimé comme nous l�avons
indiqué lors du premier exemple, p conserve sa valeur, p = 0, 0877. Rien ne change sauf σZ
qui est divisé par

√
λ. On en déduit Rs = 1, 96× σZ = 0, 037/

√
λ. On constate que pour

λ assez grand (ici λ > 26) on obtient R > Rs. On est alors conduit à rejeter l�hypothèse.
La comparaison avec le premier exemple montre qu�une différence de moyenne entre deux
échantillons n�est pas signiÞcative si les observations sont peu nombreuses mais que la
même différence le devient si les observations sont nombreuses (multipliées par λ, assez
grand).

Sur cet exemple, on constate qu�accepter une hypothèse est la conséquence d�une
absence d�arguments en faveur du rejet.

6.3.5 Un quatrième et dernier exemple

Considérons l�exemple suivant

nombre de contrôles nombre de pièces défectueuses
pièces du lundi 300 33
autres jours 1000 81

On considère deux choix possibles du seuil de conÞance. Tous calculs faits on
obtient

R =
33

300
− 81

1000
= 0, 029

p =
33 + 81

1300
= 8, 77× 10−2

σZ =

s
p (1− p)

µ
1

299
+

1

999

¶
= 1, 9× 10−2

πs = 0, 95 ⇒ Rs = 1, 96× 1, 9× 10−2 = 0, 037

πs = 0, 85 ⇒ Rs = 1, 44× 1, 9× 10−2 = 0, 027

Toutes choses égales par ailleurs, le choix du seuil de conÞance πs détermine
l�acceptation ou le refus. Ainsi pour πs = 0, 95, il vient us = 1, 96 et par conséquent
Rs = 0, 037 > 0, 029 = R. Rien ne s�oppose à ce que nous acceptions l�hypothèse H. Par
contre pour πs = 0, 85, on trouve us = 1, 44 et Rs = 0, 027 < 0, 029 = R. Dans ce cas, il
vaut mieux rejeter l�hypothèse et admettre que le lundi le travail est de moindre qualité.

Entre ces deux décisions rien n�a changé sauf des considérations abstraites qui se
déroulent dans la tête du décideur.

Si πs est grand, Rs est grand et on a toutes chances de voir se vériÞer la
relation R < Rs : on accepte donc souvent. Par conséquent il y a peu de risque de rejeter
une hypothèse exacte. C�est cette attitude qu�il faut prendre si on teste une hypothèse
de travail sur laquelle on souhaite s�appuyer (pour mettre au point un nouveau vaccin
par exemple). Dans ce cas 1− πs est petit devant l�unité. C�est le "risque", c�est-à-dire la
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probabilité pour avoir R > Rs et donc de rejeter l�hypothèseH alors qu�elle est vériÞée. La
condition R > Rs signiÞe que l�hypothèse est mal vériÞée et qu�il est préférable de ne pas
l�accepter (compte tenu des observations). Rs étant grand, cette condition n�est satisfaite
que rarement ; on est donc conduit à accepter souvent l�hypothèse H. EnÞn, une dernière
façon de comprendre le cas étudié consiste à remarquer que 1 − πs est le seuil à partir
duquel on considère qu�une probabilité est négligeable. Choisir 1− πs << 1, c�est décider
que seules les situations hautement improbables sont considérées comme improbable. On
n�est donc pas surpris que les situations de probabilité inférieures à 1− πs se rencontrent
rarement. Or ce sont de telles situations qui conduisent au rejet de l�hypothèse H.

Si πs est petit Rs est petit par conséquent la relation R > Rs se rencontre
souvent : on rejette souvent l�hypothèse H. Il y a donc peu de risque d�accepter une
hypothèse fausse. C�est cette attitude qu�il faut prendre pour convaincre un public méÞant
que l�hypothèse proposée est pertinente (pour mettre un vaccin sur le marché par exemple).

Un compromis entre les deux risques conduit à la valeur πs = 0, 95, généralement
acceptée.

6.4 Le test de χ2

Parmi les tests les plus souples d�emploi, le test de χ2 de Pearson¶ permet de
tester l�hypothèse d�homogénéité de plusieurs populations.

Considérons deux exemples.

6.4.1 Comparaison à un standard

Le tableau ci-dessous donne la répartition moyenne des groupes sanguins parmi
les Espagnols et les Français

Groupe O A B AB Total
Espagnols 38% 47% 10% 5% 100%
Français 43% 47% 7% 3% 100%

Le pays Basque se répartit entre l�Espagne et la France. La langue y est originale
pour la région (ce n�est pas une langue latine) mais en outre le bruit court que la répartition
des groupes sanguins est différente de la répartition moyenne rencontrée en Espagne et en
France.

Dans un lycée de Biarritz, parmi 96 élèves tirés au hasard, les groupes sanguins
se répartissent ainsi

Groupe O A B AB total
effectif 48 41 5 2 96

Nous posons la question de savoir si l�on peut considérer la population des élèves
comme issue de la population espagnole moyenne ou de la population française moyenne.

Nous supposons que nous tirons au hasard 96 individus parmi les Espagnols. Si
les proportions étaient exactement celles de la population d�origine nous trouverions la
répartition théorique suivante :

Groupe O A B AB Total
Répartition théorique 36,48 45,12 9,6 4,8 96

¶χ est une lettre grecque. χ2 se prononce et s�écrit khi2 ou encore chi2, lorsque les lettres latines sont
les seules disponibles.
Karl Pearson (1857-1936) est l�un des premiers a avoir développé le test auquel est associé son nom.
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Par exemple, dans la première colonne, la colonne O, pour obtenir 36,48 nous
avons multiplié l�effectif (96 lycéens) par la proportion rencontrée dans la population
espagnole (38%) : en effet 96× 0, 38 = 36, 48.

Bien sûr, on ne saurait prendre une fraction d�élève. La répartition théorique n�est
donc pas observable. Toutefois il ne s�agit pas ici de reproduire la répartition théorique
mais seulement d�apprécier la "distance" qui sépare les observations et la théorie pour
construire un indicateur numérique. La contribution de la colonne A à cet indicateur est

prise sous la forme
(41− 45, 12)2

45, 12
, ce que l�on écrit

(nobs − nth)2
nth

.

Le tableau de contingence pour la comparaison entre l�échantillon d�élèves de
Biarritz et la population espagnole est le suivant

Groupe O A B&AB Total
Théorie 36,48 45,12 14,4 96
Observation 48 41 7 96

Nous avons regroupé en une seule catégorie les deux catégories les moins nom-
breuses (B et AB). La raison est la suivante. L�indicateur, R, que nous utilisons (et dont
nous donnons l�expression ci-dessous) suit une loi de probabilité dont le comportement
asymptotique est connu, c�est pratiquement celui d�une loi de χ2, lorsque l�effectif de
chacune des classes est supérieure où égale à 5.

L�indicateur R est construit de la façon suivante.

Pour chacune des classes de la population observée, on forme
(nobs − nth)2

nth
. L�in-

dicateur R, appelé " indicateur de χ2 � est obtenu en additionnant toutes les valeurs
obtenues :

R =
P
k

(nobs − nth) 2k
(nth)k

(6.2)

Dans l�exemple considéré il vient

R =
(48− 36, 48)2

36, 48
+
(41− 45, 12)2

45, 12
+
(7− 14, 4)2
14, 4

= 7, 8

� On peut vériÞer que R a les propriétés qui en font un indicateur convenable
pour apprécier combien sont différents l�échantillon et la population de référence.

� Pour aller plus loin, il faut choisir un seuil de conÞance πs.
Prenons πs = 95%. Le "risque" est donc 5%.

� Lorsque le tirage de l�échantillon s�effectue au hasard dans la population de
référence (les Espagnols), R est une variable aléatoire qui suit une loi de χ2 à ν degrés de
liberté (ddl). Le nombre de ddl est obtenu à partir du tableau de contingence :

ν = (L− 1) (C − 1) (6.3)

où L est le nombre de lignes et C le nombre de colonnes de ce tableau.
Ici L = 2 et C = 3, on en déduit ν = 2.
Cette hypothèse que le tirage a été effectué dans la population des Espagnols est

l�hypothèse H.
� Sous réserve de la validité de H, la valeur de Rs au seuil de conÞance de

95% est donné par les tables de la loi (voir page 106) : Rs = 5, 99.
� La relation R > Rs (ici 7, 8 > 5, 99) suggère que nous rejetions l�hypothèse

H. En effet, si H est satisfaite, l�observation d�une valeur si grande de R est improbable.
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Il vaut mieux attribuer une si grande valeur de R au fait que l�échantillon est issu d�une
population différente de la population de référence.

Une étude analogue peut être faite avec la population française comme population
de référence. Le tableau de contingence est le suivant

Groupe O A B&AB Total
Théorie 41,28 45,12 9,6 96
Observation 48 41 7 96

L�indicateur R prend la valeur R = 2, 2.
Au seuil de conÞance de 95%, il vient Rs = 5, 99 > R = 2, 2. Rien ne nous permet

de rejeter l�hypothèse H. Nous l�acceptons donc.

En réalité une étude de la population basque donne les résultats suivants

Groupe O A B AB Total
Basques 51% 44% 4% 1% 100%

On constate que la population basque diffère notablement de la population fran-
çaise moyenne (cf. classes O et B&AB). Un calcul semblable aux précédents donne
R = 1, 1. Au seuil de conÞance de 95%, nous acceptons l�hypothèse que l�échantillon
de lycéens est issu de la population Basque

Que cet échantillon puisse être issu de la population française n�est pas incom-
patible avec la possibilité qu�il soit issu de la population basque. Cependant, la valeur de
R étant ici plus petite que la précédente on peut affirmer que la population des lycéens
étudiée ressemble plus à la population basque qu�à la population française moyenne.

.
Dans les exemples précédents la variable est une variable non numérique dont

les valeurs possibles sont O, A, B, AB. Le test de χ2 peut aussi s�appliquer lorsque la
variable est numérique et que la population de référence est une une population normale
ou poissonnienne par exemple. Dans ce cas, on découpe l�intervalle (−∞,∞) en classes.
On compare les effectifs observés dans chaque classe avec les effectifs théoriques des mêmes
classes, obtenus à partir de la loi de référence. On peut ainsi tester la normalité d�une
variable, par exemple.

6.4.2 Test d�homogénéité

Le test de χ2 permet aussi la comparaison de deux ou plusieurs échantillons aÞn
de décider si ces échantillons sont issus d�une même population, inconnue.

Considérons l�exemple suivant. Une même maladie est traitée de 4 façons diffé-
rentes dans 4 services hospitaliers différents noté S1, S2, S3, S4. Les résultats obtenus
sont classés en trois catégories Guérison, Rémission, Décès. Le tableau de contingence qui
contient l�ensemble des informations à prendre en compte est le suivant

S1 S2 S3 S4
Guérison 123 95 152 132
Rémission 15 18 22 20
Décès 28 19 63 53

De ce tableau, nous tirons le nombre de ddl suivant la formule 6.3 : ν = 6
Nous formons ensuite la population théorique la plus vraisemblable, par addition

des populations de chaque classe
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S1 S2 S3 S4 total proportion
Guérison 123 95 152 132 502 502/740 = 68%
Rémission 28 19 63 53 163 163/740 = 22%
Décès 15 18 22 20 75 75/750 = 10%
Total 166 132 237 205 740 100%

Nous pouvons donc admettre que la variable aléatoire associée à chaque patient
est une variable non numérique dont les valeurs sont G, R ou D. La population de base
contient 68% de G, et 22% de R ainsi que 10% de D. On considère que S1, S2, S3 et S4
sont des échantillons tirés au hasard de la population théorique, dont les cardinaux sont
respectivement 166 pour S1, 132 pour S2, 237 pour S3 et 205 pour S4.

On peut obtenir pour chaque échantillon, l�effectif théorique des trois classes G,
R et D.

Par exemple pour S2 :

G 132×0, 68 = 89, 76
R 132×0, 22 = 29, 04
D 132×0, 1 = 13, 2

On construit un tableau qui contient pour chaque échantillon et chaque classe les
deux valeurs nobs et nth où nosb est tiré du tableau de contingence tandis que nth est
calculé comme nous l�avons indiquék.

S1 S2 S3 S4
Guérison 123 112,88 95 89,76 152 161,16 132 139,4
Rémission 28 36,52 19 29,04 63 52,14 53 45,1
Décès 15 16,6 18 13,2 22 23,7 20 20,5

Dans chacune des 12 cases on lit nobs nth et on calcule (nobs − nth)2 /nth
S1 S2 S3 S4 total

Guérison 0,91 0,31 0,52 0,39 2,13
Rémission 1,99 3,47 2,26 1,38 9,10
Décès 0,15 1,28 0,12 0.012 1,56
total 3,05 5,06 2,90 1,78 12,79

Tableau des (nobs − nth)2 /nth

(6.4)

On additionne ensuite le contenu de chaque case. On obtient R = 12, 79 .
On fait l�hypothèse que les quatre échantillons sont issus de la population de

référence (hypothèse H). Dans ces conditions, R est une variable aléatoire qui suit une loi
de χ2 à ν = 6 ddl. Au niveau de risque 1− πs = 0, 025, soit au niveau de conÞance πs =
0, 975, la table donne Rs = 14. A ce niveau, on peut accepter l�hypothèse H (hypothèse
d�homogénéité). Dans ces conditions, on ne peut pas affirmer que l�un des traitements est
plus efficace que les autres. Cependant, au seuil de conÞance de 95%, il vient Rs = 12, 59 ;
on est conduit à rejeter l�hypothèse d�homogénéité et à accepter une conclusion opposée.

Ce dernier résultat indique qu�il faut, en termes de recherche, rejeter H et tenter
de comprendre l�origine de l�hétérogénéité présumée (aspects positifs et négatifs des traite-
ments dans les divers services). Il y a là une piste de recherche à approfondir. Cependant,
il n�est pas scandaleux de rester sceptique.

Le tableau de contingence peut recevoir une interprétation différente. Nous pou-
vons considérer que celui-ci représente trois échantillons de patients : ceux qui sont guéris

kSi un effectif n�est pas un entier, c�est vraisemblablement un effectif théorique.
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(échantillon G), ceux qui sont en rémission (échantillon R) et ceux qui sont décédés (échan-
tillon D). A chaque patient est associée la valeur d�une variable S1, S2, S3 ou S4 selon le
service qui l�a soigné. Ainsi le tableau représente la décomposition des 3 échantillons en
4 classes. Cette nouvelle interprétation du tableau de contingence consiste donc à échan-
ger les échantillons et les classes. Le calcul de R donne cependant le même résultat que
précédemment.

Dans le tableau 6.4 on constate que l�essentiel de R est apporté par la contri-
bution des "Rémissions". Il est donc intéressant d�éliminer cette catégorie et de tester
l�homogénéité des divers échantillons à partir du nouveau tableau de contingence. Cette
méthode permet de localiser l�origine des hétérogénéités qu�il reste alors à interpréter et
à comprendre. On peut aussi se pencher sur l�homogénéité des critères qui permettent le
classement en "Rémission" des patients concernés.

6.5 Conclusion

Pour terminer ce chapitre, nous présentons ce qui pourrait en être un prolonge-
ment aux applications multiples.

Les tests d�hypothèses se rapportent souvent à la question de savoir à quel point
diverses populations se ressemblent. Tournée en termes de probabilités, cette question peut
s�énoncer ainsi "Quelle est la probabilité pour que je puisse considérer que ces échantillons
sont issus de la même population ?". On ne peut pas répondre à une telle question mais
on peut considérer un indicateur, R, et répondre à la question "Etant donnée la valeur
observée de R que nous notons R0, quelle est la probabilité de l�événement R < R0 si les
échantillons sont issues d�une même population ?" Soit π0 cette probabilité. L�indice de
ressemblance sera pris égal à α0 = 1− π0 (voir la Þgure 6-2).

R  

0

x

p x densité de probabilité( ) = 

0

π0

valeur calculée de l�indicateur R 
à d l é d é

indice de ressemblance

Figure 6-2.

Pour interpréter l�indice de ressemblance, considérons deux populations P1 et P2,
pour lesquelles l�indice de ressemblance est α0. Les propriétés suivantes sont satisfaites :

� L�indice de ressemblance est compris entre 0 et 1.

� Pour α0 ∼ 1 (c�est-à-dire π0 = 1−α0 << 1), l�indicateur R0 est "petit" par conséquent
les populations se ressemblent fortement. Ou encore, posant πs = π0, et tirant au hasard
deux échantillons de la population P, on est amené à rejeter le plus souvent l�hypothèse
d�homogénéité. Cela signiÞe que ces populations se ressemblent moins que P1 et P2. Ou
encore que P1 et P2 se ressemblent tellement que la probabilité d�une ressemblance plus
forte est très faible.

α0 ∼ 1 signiÞe une forte ressemblance.
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� A l�opposé, α0 << 1 signiÞe une forte dissemblance.

Remarquons que α0 est le "risque" : risque que l�on prend en admettant P1 6= P2
(voir page 94).

Pour illustrer l�usage de α0 considérons les exemples que nous avons traités pour
présenter le test de χ2.

Dans le tableau ci-dessous, R est la valeur de l�indicateur de χ2, tel que nous
l�avons calculé, ν est le nombre de degrés de liberté et α0 est la valeur du risque, α, qui
est lue sur la table χ2 (ν, α) telle que χ2 (ν, α) = R.

Comparaison : R = R0 ν α = α0
Lycéens/Espagnols 7, 8 2 0,02
Lycéens/Français 2, 2 2 0,33
Lycéens/Basques 1, 1 2 0,58
{S1, S2, S3, S4} 12, 79 6 0,047

Au seuil de conÞance 90%, le risque est 10% = 0, 1 = a. Cette valeur apparaît
comme une toise qui permet de qualiÞer de petit ou grand un individu selon qu�il passe
ou non sous la toise. Ici si α0 < a on qualiÞe les échantillons comparés de "hétérogènes"
(rejet de l�hypothèse H), dans le cas contraire on les qualiÞe de "homogènes" (acceptation
de H).

Si la "toise" est mise à la "hauteur" a = 0, 1 on rejettera l�hypothèse H dans le
premier et le dernier cas. Si la toise est mise à la hauteur a = 0, 05 on rejettera H dans le
premier cas (ressemblance insuffisante), on acceptera H dans les autres cas.

L�indice de ressemblance est un outil plus subtile que la dichotomie oui ou non.
Il peut en particulier être utilisé pour décrire la ressemblance entre deux populations que
l�on connaît complètement, ce qu�exclut le modèle probabiliste, faute de sens.

L�usage de l�indice de ressemblance permet (en principe) de laisser la décision à
prendre au décisionnaire plutôt qu�à l�expert. Le décisionnaire est en effet libre de Þxer la
toise où bon lui semble et c�est de sa responsabilité.

EnÞn, il donne un sens à une proposition comme "Pour les caractères considérés,
les quatre services hospitaliers S1, S2, S3, S4 se ressemblent plus que ne ressemblent les
lycéens de Biarritz à la population moyenne espagnole".
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Chapitre 7
TABLES, LOIS ET FORMULES

N�attendez aucune explication nouvelle de ce chapitre. C�est seulement un résumé,
un rappel des formules utiles et la présentation de quelques tables avec leur mode d�emploi.

7.1 Notations et formules

� La moyenne statistique de X est notée X, l�espérance mathématique d�une
variable aléatoire X, est notée E (X) . De façon générale, l�une ou l�autre de ces deux
quantités est notée hXi :

hXi =
X
k

Pk Xk

où Pk est la proportion (probabilité) de valeurs Xk (ce qui implique
P
k Pk = 1)

� λ est une constante :X
k

Pk = 1⇒ hλi = λ×
X
k

Pk = 1

� L�écart quadratique moyen (écart-type dans le langage des probabilités)
est la racine carrée, σ, de la variance, V :

σ2 =
D
(X − hXi)2

E
= V(X) = ­X2

®− hXi2
� La covariance est

cov [X,Y ] =
­
(X − hXi) (Y − hY i) ® = hXY i− hXi hY i

� Le coefficient de corrélation linéaire est

ρ [X,Y ] =
cov [X,Y ]

σX σY

� Pour λ et µ constants, on démontre

hX1 +X2 + ...i = hX1i+ hX2i+ ...
hλXi = λ hXi

V (λX) = λ2V(X) ⇔ σλX = |λ| σX
V (X + Y ) = V(X) + V(Y ) + 2 cov [X,Y ] ⇔ σ2(X+Y ) = σ

2
X + σ

2
Y + 2σXσY ρ [X,Y ]

cov [λX,µY ] = λµ cov [X,Y ] ⇔ ρ [λX,µY ] = ρ [X,Y ]× (signe de λµ)

� Probabilité conditionnelle et formule de Bayes :

probabilité de X conditionnée par Y = PX/Y = proba (X et Y ) / proba(Y )
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proba(X et Y ) = PY × PX/Y = PX × PY/X
� Variables, X et Y, indépendantes :

proba (X=x et Y=y) = proba (X=x) × proba (Y=y)
ρ [X,Y ] = 0 et σ2(X+Y ) = σ

2
X + σ

2
Y

� Passage des variables discrètes aux variables continues (ci-après F et G sont
des fonctions quelconques) :

Xk → x
proba {X = Xk} = Pk → proba{X ∈ [x, x+ dx]} = p(x) dx
F (Xk) = Fk → F (X)P
k F (Xk) →

Z +∞

−∞
F (x) dx

hG(X)i =PkG(Xk) Pk →
Z +∞

−∞
G(x) p(x) dx = hGi

� Deux formules utiles :
Une intégrale

R +∞
−∞ e−α

2x2+βx dx =

r
π

|α| e
β2

4α2

et la formule de Stirling n! =
³n
e

´n√
2nπ ×

µ
1 +

1

12n
+O ¡ 1n2 ¢¶

dont on déduit lnn! = n lnn (1 + εn) avec εn = − 1

lnn
+O ¡ 1n¢
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7.2 Lois usuelles

7.2.1 Loi normale

Variable continue X ∈ (−∞,∞) . La probabilité de l�intervalle (x, x+ dx) est

p(x) dx =
1

σ
√
2π
exp

"
−(x− µ)

2

2 σ2

#
× dx

moyenne : hXi = µ
écart-type : σ

La variable aléatoire, somme de plusieurs variables normales indépendantes, suit
une loi normale.
7.2.2 Loi de Poisson

La variable X est discrète : k ∈ N (entiers non négatifs). La probabilité de k est
Pk :

proba [X = k] = Pk = e
−m mk

k!

moyenne : hki = m
écart-type σ =

√
m

7.2.3 Loi binomiale

Dans une population contenant la proportion p d�individus remarquables, on pré-
lève au hasard un échantillon de cardinal n. La probabilité d�avoir k individus remar-
quables dans cet échantillon est Pk :

Pk = C
k
np

k (1− p)n−k avec Ckn =
n!

k! (n− k)!

moyenne : hki = n p
écart-type

p
n p (1− p)

� La loi binomiale peut être assimilée à une loi de Poisson lorsque p → 0 (par
exemple p < 0, 10), avec m = np

variable poissonnienne : k de moyenne m = np

probabilité : Pk = e−m
mk

k!

� La loi binomiale peut être assimilée à une loi normale lorsque n p (1− p) → ∞
(par exemple n p (1− p) ≥ 20), avec µ = np et σ = pn p (1− p) , ce qui suppose que
l�on assimile la variable k à une variable continue :

variable continue, normale réduite : u =
k − npp
np (1− p)

densité de probabilité : p(u) =
1√
2π

× e−u
2

2

Voir la remarque ci-dessus (Figure C-1) concernant l�assimilation d�une variable
entière à une variable continue.
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� De façon générale, l�assimilation d�une variable entière à une variable continue∗ de-
mande certaines précautions. Nous considérons une variable discrète X susceptible de
prendre les valeurs entières k avec la probabilité Pk. Sur la Þgure C-1, nous avons re-
présenté la probabilité Pk sous la forme d�un bâtonnet. La courbe représentant la densité
de probabilité, �Pk, de la variable continue k, est également représentée. Pour des raisons
graphiques, nous avons supposé que la différence �Pk − Pk n�excédait pas l�épaisseur du
trait pour k entier.

1 k1 k k2k�

Pk

Pk�
~

Figure C-1

Posons
Pk2
k1
F (k)Pk =

Pk2
k1
F (k) Pk × 1. Assimiler k à une variable continue

revient à utiliser �Pk dk au lieu de Pk × 1. Une somme entre k1 et k2 deviendra une
intégration entre k1 − 1

2
et k2 +

1

2
. Ainsi,

Pk2
k1
Pk =

Pk2
k1
(Pk × 1) = A où A est l�aire en

gris sur la Þgure C-1, soit pratiquement A =
Z k2+0,5

k1−0,5
�Pk dk.

7.2.4 Autres lois

Il existe de nombreuses autres lois : la loi de χ2, celle de Student (voir ci-dessous),
la loi de Snedecor destinée à l�étude des variances, celle de Fisher pour les corrélations
et bien d�autres, parmi lesquelles cette étonnante loi de Benford selon laquelle dans une
liste quelconque de grandeurs mesurées la probabilité pour que d soit le premier chiffre

signiÞcatif est Pd = log10

µ
d+ 1

d

¶
. Cette loi est expérimentalement bien vériÞée que

les grandeurs impliquées soient des masses (en kg), des charges (en C), des épaisseurs
(en cm), des cours de bourses (en C=), etc... Cette loi est invariante sous un changement

d�unités ; dans une base quelconque, a, elle s�écrit Pd = loga

µ
d+ 1

d

¶
. La loi de Benford

est la seule loi présentant ces propriétés.

∗Voir page 7.
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7.3 Tables

Nous donnons ici une présentation succincte des tables de quelques lois d’usage
courant. Il existe des outils informatiques et des calculatrices spécialisées qui rangent les
tables dans les greniers aux souvenirs. Elles restent cependant bien utiles pour étudier un
cours ou suivre quelques exemples.
7.3.1 Tables de la loi normale, centrée (µ = 0) et réduite (σ = 1)

La densité de probabilité est p(x) =
1p
2π

e¡ x2

2 , La fonction de répartition est

f(u) = π =

Z u

¡1
p(x)dx. La table ci-dessous donne f(u) = π en fonction de u.

α = 1− π

u x

p x( )

π

Densité de probabilité.

La somme des valeurs de tête d’une ligne et d’une colonne donne une valeur de
u; la valeur de f(u) = π est lue à l’intersection de cette ligne et de cette colonne.
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7.3.2 Loi de χ2 de Pearson

Soient X1,X2, ...Xν des variables aléatoires suivant une loi normale, centrée, ré-
duite. On pose R = X2

1 + X
2
2 + ...X

2
ν . La variable R suit une loi de χ2 à ν degrés de

liberté dont les propriétés sont données dans le tableau ci-dessous

Espérance E(R) = ν

Variance V(R) = 2ν

Ecart-type σ =
√
2ν

On utilise couramment le test de χ2 comme test d�homogénéité.

Les données sont constituées par des populations, P1, P2, .., Pn, divisées en
classes, Cl1, Cl2, ..., Clk. Parmi les données peut Þgurer, éventuellement, la population
de référence qui constitue le standard. Le cas échéant, on note cette population P0.

Chaque classe constitue une colonne et chaque ligne une population. L�ensemble
des données forme donc un tableau de k colonnes et de n où n+ 1 lignes suivant que P0
est donné a priori ou non. Ce tableau est le tableau de contingence.

1- Le tableau de contingence présente L lignes et C colonnes (C = k et L = n ou n+ 1
selon le cas). Le nombre de degrés de liberté (ddl) est ν = (L− 1) (C − 1) .

2- Si la population théorique n�est pas donnée, on la construit en additionnant dans
chaque classe les effectifs des diverses populations. Chaque classe de la population P0 est
alors déÞnie en pourcentages : le pourcentage qui apparaît dans la classe Clj représente
la proportion pj de la population P0.

Remarquons que si P0 n�est pas donnée au départ, la ligne correspondante n�in-
tervient pas dans la détermination de ν.

3- Pour chaque classe de chaque population, on calcule l�effectif théorique : (nth)j/m est
l�effectif théorique de la classe Clj de la population Pm; elle vaut (nth)j/m = pj ×Nm où
Nm est l�effectif de la population Pm.

4- Pour que les hypothèses soient vraisemblablement vériÞées on regroupe les classes de
façon à ce que les effectifs observés et les effectifs théoriques soient supérieurs (ou égaux)
à 5 pour chaque classe de chacune des populations P1 à Pn.

5- Pour chaque classe Clj de chaque population, Pm, on forme

Ã
(nth − nobs)2

nth

!
j/m

.

On additionne alors toutes ces quantités. On obtient R =
P
j,m

Ã
(nobs − nth)2

nth

!
j/m

.

R suit une loi de χ2 à ν ddl.
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Distribution du χ2 (khi2 ou chi2) de K. Pearson

R  = χ 2
s

x

p x( )

Densité de probabilité d�une loi de χ2 à 6 ddl.

α

Lorsque le nb de ddl, ν, est supérieur à 30, on peut utiliser la formule

χ2 =
1

2

¡
u+

√
2ν − 1¢2 où, α étant donné, u est obtenu en utilisant la loi normale, centrée,

réduite : α = 2
Z ∞

u

1√
2π
e−

u2

2 du
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7.3.3 Loi de Student

Soit X une variable normale centrée, réduite et Y une variable qui suit une loi de

χ2 à ν degrés de liberté (ddl). La variable
Xp
Y/ν

suit une loi de Student à ν ddl.

Un échantillon de n valeurs, X1,X2, ...,Xn, prélevées dans une population nor-
male de moyenne µ donne une moyenne observée xn et un écart type observé sn :

xn =
1

n

X
k

Xk , s2n =
X
k

(Xk − x)2
n

On pose s = sn/
√
n− 1. La variable t = x− µ

s
suit une loi de Student à ν = n−1

ddl.

La loi de Student est couramment utilisée pour n . 30. Dans le cas n & 30, la loi
de Student peut être assimilée à une loi normale, centrée, réduite.

1- Avec la loi de Student, on peut tester l�hypothèse que la moyenne a une valeur donnée,
m, ou encore calculer un intervalle de conÞance. Le résultat s�écrit sous la forme

µ = m± t× s au risque α

où α est donné en fonction de t par la table ci-contre.

2- Deux échantillons d�effectifs n1 et n2 donnent les observations suivantes :

moyenne écart quadrtique moyen
P1 �µ1 �s1
P2 �µ2 �s2

On pose s2 =

¡
�s21n1 + �s

2
1n2
¢× (n1 + n2)2

(n1 + n2 − 2)× n1 n2 .

La variable t =
�µ1 − �µ2
s

suit une loi de Student à ν = n1+ n2− 2 ddl si les deux
échantillons proviennent de la même population. Cette propriété permet de tester cette
hypothèse.

3- Si ρ est le coefficient de corrélation calculé à partir de l�observation de n paires de
variables suivant une loi normale à deux dimensions, la variable t =

ρp
1− ρ2

√
n− 2 suit

une loi de Student à ν = n− 2 ddl si le "vrai" coefficient de corrélation est nul.
Cette propriété permet de tester la dépendance stochastique de deux variables

(d�autres méthodes sont néanmoins préférables).
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Densité de probabilité d�une loi de Student.

Pour ν & 30, la loi de Student est pratiquement assimilable à une loi normale,
centrée, réduite.
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7.3.4 Nombres au hasard

Pour obtenir une liste de nombres au hasard, on part de n�importe où dans la table
et on se déplace dans une direction et un sens Þxé à l�avance (de droite à gauche et de haut
en bas le plus souvent). On prélève alors les nombres dans l�ordre où on les rencontre : par
exemple pour les nombres au hasard entre 27 et 103, on prélève la succession de paquets
de 3 chiffres que l�on rencontre. Chaque paquet de 3 chiffres est lu comme un nombre
compris entre 000 et 999. On retient alors dans l�ordre où ils apparaissent les nombres
compris entre 27 et 103.



Conclusion

En écrivant les pages qui s�achèvent ici, notre ambition n�était pas de vous donner
un outil spécialisé, ni pour la physique, la sociologie, la pharmacie ou l�économie. Mais
un outil pour aborder, sans en préjuger, celui de ces domaines dont vous aurez besoin
demain, un outil pour la vie.

Au long des sept chapitres qui précèdent nous avons introduit les notions essen-
tielles communes aux diverses branches des statistiques mais nous n�avons pas développé
les méthodes qui leur sont spéciÞques. Ne soyez donc pas surpris si l�ensemble vous paraît
incomplet ; il l�est. Mais c�est sans difficulté que vous trouverez sur la toile des cours bien
faits et les références de livres très complets.

Notre intention était de vous offrir ce que vous trouverez ailleurs avec une certaine
difficulté :

- une présentation minimale des outils, de leur nature et des motivations qui
présidèrent à leur construction,

- une présentation d�ensemble des questions et des méthodes spéciÞques aux
statistiques, avec un minimum de théorie, de démonstrations et de calculs,

- un regard aussi critique que le permet la bienséance.

Maintenant que tout est Þni, c�est avec un peu de nostalgie que vient le temps de
la conclusion : nostalgie d�un safari au coeur d�une jungle de concepts emmêlés, nostalgie
de ces semaines passées avec vous, sans vous.

Avec la conclusion vient le doute. Avons-nous assez insisté sur la diversité et la
complémentarité des moyens disponibles pour un même but ? Sur les possibilités d�évaluer
les qualités et les faiblesses de ces moyens ? Sur les contradictions des résultats qu�ils
fournissent parfois ? Sur les possibilités de manipulation qu�offrent le jeu des déÞnitions�,
le choix des descripteurs et des indicateurs ?

Un pont est un ouvrage d�art, la résistance des matériaux est une science. La phy-
sique et la biologie sont des sciences, la médecine est un art. De même, par la subtilité des
interprétations, les statistiques sont un art∗, même si les moyens employés sont de nature
scientiÞque. Mais c�est un art qui présente cette propriété étonnante d�être probablement
une science, probablement une science exacte parfois, probablement une illusion aussi.

Jouez à pile ou face. Comptez le nombre de piles après 10 000 lancers, calculez la
proportion, p, de pile. Une science exacte vous prédirait p = 0, 5×(1± 0, 02) . Les théories
que nous vous avons présentées prédisent la même chose, probablement... Il ne vous a pas

�Pour bien des gens, le nombre de chômeurs décrit, plus que l�état de l�emploi, le niveau de difficulté
à vivre décemment. C�est, un indicateur de misère assez grossier, mais c�est ainsi. Partant de ce fait on
comprend tout l�intérêt qu�il y a, pour ceux qui en sont tenus responsables, à une décroissance du nombre
de chômeurs. C�est ce que l�on constate à chaque changement de déÞnition de ce qu�est un chômeur.

∗Ce qui ne présuppose aucun jugement de valeur, aucun jugement moral : la théorie des probabilités
est une science, le jeu est un art ; certains y voient un gagne-pain ou un amusement, d�autres une passion
ou une maladie.
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échappé que "probablement" signiÞe qu�il y a doute ; le risque d�erreur est peut-être faible
(inférieur à 2,5% ici), mais il n�est pas nul. Le doute est encore accentué dès que des
comportements humains sont en cause.

Les sondages d�opinion auraient un pouvoir prédictif si l�opinion existait de façon
stable. Dans l�argot des statisticiens, on dirait "si la population étudiée n�évoluait pas".
C�est bien sûr une hypothèse forte que l�on signale honnêtement en rappelant qu�un son-
dage est une "photo de l�opinion à un moment donné" et que les résultats du sondage
ne sont que probablement exacts. Après toutes ces précautions on croit que tout est dit.
Non ! Il reste un silence : un mensonge par omission, peut-être pire, selon Disraeli, que ce
fameux Þeffé mensonge !

Evoquer l�opinion c�est admettre son existence. Pour le statisticien, c�est admettre
que l�on étudie une population qui existe. En abandonnant toute idée préconçue, en ne
tenant compte que des observations�, il faut admettre que cette existence n�est que pro-
bable, vraisemblable dirons-nous pour n�être désobligeant envers personne. Il reste donc
une certaine probabilité pour que cette population n�existe pas�.

Vous n�oseriez pas évoquer la "couleur" de l�année 1900, ni sa "masse". Un méde-
cin n�oserait plus évoquer l�humidité des humeurs de tel malade, même si on lui en fournit
la valeur, obtenue par un moyen qui en présupposerait l�existence. Ce sont pourtant dans
les mêmes conditions que l�on évoque une "opinion", c�est-à-dire une"population" dont
l�existence n�est vériÞée que par des moyens qui la présupposent.

Dans sa période médicale, Gil Blas de Santillane§, sur les instructions de son
maître Sangrado, pratique des saignées à répétition sur les malades. L�effet est assuré : ils
meurent. Le diagnostique est donc conÞrmé : ils étaient malades. Ainsi, une explication
fausse peut se trouver légitimée par l�expérience, du seul fait qu�elle ait été acceptée ("Ils
auront raison à force d�avoir tort" disait Jean-Paul Sartre en évoquant le risque d�une
guerre nucléaire). Il est très difficile de mettre en défaut de telles théories dont l�acceptation
comme hypothèse de travail implique ipso facto la vériÞcation ¶. C�est ici d�autant plus
difficile que la théorie prédit, avec une probabilité non rigoureusement nulle, des résultats
compatibles avec les observations, quelles qu�elles soient.

Ainsi, lorsque l�existence d�une "population" statistique est supposée sans qu�elle
ne puisse être observée directement, le doute s�impose quant à la justiÞcation scientiÞque
de l�emploi des statistiques.

Apprenez à pratiquer le doute scientiÞque sans douter de la science : ce sera notre
dernière leçon.

�Comme, par exemple, les résultats obtenus par divers organismes de sondages (souvent homogènes
mais pas toujours).

�La situation est similaire en économie où pour éviter le risque que ce ne soit pas une science selon les
livres néoclassiques, l�homme doit se comporter comme un homo �conomicus.

§Roman de Alain-René Lesage (1668-1747).
¶C�est important car les seules certitudes que l�on puisse acquérir ne concernent pas la validité d�une

théorie mais, le cas échéant, la nécessité de son rejet. Pour des raisons philosophiques, il est donc nécessaire
de construire des théories que l�on peut mettre en défaut expérimentalement : théories "falsiÞables" au
sens de Popper ( Karl Popper 1902-1994).


